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∀u ∈ U(Gq), ai u = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1
, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−i
)⊕ u.
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∀xi, xj ∈ S∗, aiaj = ajai [Eq ci,j].
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∆
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È2É¦»Ø×¥§³~´å©;«o¹S¥M«o¨m´V´µÔo¨å³S¦6´k¸³H´k³~Øb¶'©?¥0µå¹ëÏì¥§µ­Ó;´««;¦y´µ«
x1
«;´
x3
«o¨m´
¸'¦M¿=½k=Â#¯'¸ªÑQµk¥§²±'«§Èé·®
ÍÍ
«®Q¦ª¹H«
Í
®Q¦6´kµ­«å²'¹H¸'¨·¹H®Q³S¦9¶6¨³2®Q¦MØõ¸'¨­³S®Q¦¦'«V¹H«o¨·¯«o¸àª¨®
ÍÍ
«;´k¨
x1
«´
x3
¶'¹H«UÑQµ®Q¸²7«µ«;¨­´«¹H«
Í
Ó
Í
«0È
é·®
ÍÍ
«.¹H«o¨
ai
¨­®Q¦6´ä¯«o¨ÑQËo¦Ëoµk¥A´k«o¸µ¨¯'¸ÌÑQµ­®Q¸'²2«I¥
ã
Ëo¹S³H«o¦ G Îy¸'³#¥0ÑQ³H´¨­¸'µ Rec ¶Þ«´Î¸« Ψ
«o¨m´U¸'¦4³H¨®
Í
®Qµ²±'³S¨
Í
«¯'«Ñ§µ®Q¸'²2«o¨T¥
ã
Ë;¹S³H«o¦'¨;¶2¹H«o¨
e˜1
¨­®Q¦6´U¯'«o¨VÑQËo¦'Ë;µk¥0´«o¸'µ­¨U¯'¸4ÑQµ­®Q¸'²2«¥
ã
Ëo¹H³S«o¦
(Rec,⊕) ÈEÉ¦Ö«Ê9«´á
u1 = e˜2,
u2 = e˜5,
u3 = e˜4,
u4 = e˜1,
u5 = e˜1 ⊕ e˜1 ⊕ e˜5,
u6 = e˜1 ⊕ e˜1 ⊕ e˜4,
u7 = e˜1 ⊕ e˜2,
u8 = e˜1 ⊕ e˜5,
u9 = e˜1 ⊕ e˜4.
É¦¬Ø×¥§³H´o¶=©o®
ÍÍ
«
β
Ò0¥§¸´
(1, 1, 0, 0, 0)
¶=¹ÏÐ³S¯'«;¦6´k³H´Ë
id
¯'¸¬ÑQµ­®Q¸'²2«ä«;¨­´U¹S¥M©o®§¦æ=ÑQ¸'µ¥0´k³H®Q¦
e˜1 ⊕ e˜2 ¶
¥§¸´µ«
Í
«;¦y´å¯'³~´
u7
È
i
¦Ö²7«;¸´gÒQËoµ­³Hæ=«;µåÎy¸'«
ui ⊕ u7 = ui Îy¸'«o¹HÎ¸«¨­®Q³H´ 1 ≤ i ≤ 9 È2É¦ÖØ×¥§³~´?¶'®Q¦Ö¥
ûQû
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e˜2 = 2.e˜1
¶=¨­³
ã
³S«;¦ÅÎ¸«
3.e˜1 = u7 = id
ÈV³H¦'¨³
e˜1
«o¨­´¸'¦âËo¹HË
Í
«o¦6´gÑQË;¦'Ëoµ¥0´k«;¸'µg¯NÏÚ®§µ¯'µ­«
3
¶'«;´
e˜2
¥§¸'¨­¨³ëÈ
ó³Þ®Q¦»©o¥§¹S©;¸'¹S«
e˜4 ⊕ e˜4 ¶E®Q¦Ö´µ®Q¸ÒQ« u8 ¶E©0ÏÚ«;¨­´\j {kj%¯³Sµ« e˜1 ⊕ e˜5 È2¤V« Í Ó Í « e˜4 ⊕ u8 = u7 = id ¶

 
À
  e˜4
«o¨­´g¯9ÏÚ®Qµ­¯'µ«
3
Èﬁ|ù¥§µ`¨mß
Í
Ë;´µ³H«T«o¦6´kµ­«U¹S«;¨`¨®
ÍÍ
«;´k¨
x4
«´
x5
¶®§¦«o¦¯'Ë;¯'¸'³H´`Î¸«
2.e˜5 = u9
«;´Îy¸'«
3.e˜5 = id
È
¥ù®§¸'¨#¹S«o¨ïÑQËo¦'Ë;µk¥0´«o¸'µ­¨#¨®Q¦6´#¯NÏÐ®Qµ¯µ«
3  
©;®
ÍÍ
«ð¹S«`ÑQµ­®Q¸'²2«ﬂ«o¨m´#¯NÏÚ®§µ¯'µ­«
9
¶§³H¹«o¨m´¹S«`²'µ­®¯¸'³H´ï¯'«
¯'«;¸à£Ñ§µ®Q¸'²2«o¨©;ß©;¹S³SÎy¸'«;¨`¯NÏÐ®Qµ¯µ«
3
ÈÉ#¦ª²=¥§µ­´³S©;¸'¹S³H«oµo¶0´k®Q¸'¨ð¹S«;¨ðË;¹SË
Í
«o¦6´¨·²2«o¸Ò§«o¦6´gÓ;´µ«V«Rà²'µ³
Í
Ë;¨
«o¦Øõ®Q¦'©;´³S®Q¦¯NÏÐ¸'¦'«
ã
¥§¨«0¶ï©§ÏÐ«o¨m´\j {kj%¯'³Hµ«¯'«ª¯«o¸àÌÑQËo¦Ëoµk¥A´k«o¸µ¨ä³H¦'¯'Ë;²7«;¦'¯=¥§¦6´k¨;ÈïÝ%©;³¶
e˜1
¶
e˜3
«´
e˜2
¯NÏÐ¸'¦'«£²'¥§µ­´o¶ï«;´
e˜4
«;´
e˜5
¯NÏÚ¥§¸´µ«£²=¥0µ­´?¶Þ¨®§¦y´¹S³SË;¨oÈ=|ï¥§µä©o®Q¦'¨­ËoÎy¸'«;¦y´
(e˜1, e˜4)
«o¨m´.¸'¦'«
ã
¥§¨«ª¯'¸
ÑQµ­®Q¸'²2«§ÈÉ#¦ª«;Ê7«;´?¶®Q¦£²2«o¸´`¥§¸'¨­¨³9«Rà²'µ³
Í
«;µ´®Q¸´k«;¨`¹S«;¨·©;®Q¦æ=ÑQ¸µk¥0´³S®Q¦'¨µË;©o¸'µ­µ«;¦y´«o¨ﬂ«;¦£Øõ®Q¦'©;´³S®Q¦
¯'«
e˜1
«´
e˜4
¶©o«Î¸³C¯'®Q¦'¦'«Iá
u1 = 2.e˜1,
u2 = 2.e˜1 ⊕ 2.e˜4,
u3 = 1.e˜4,
u4 = 1.e˜1,
u5 = 1.e˜1 ⊕ 2.e˜4,
u6 = 2.e˜1 ⊕ 1.e˜4,
u7 = 3.e˜1 = 3.e˜4 = id,
u8 = 2.e˜4,
u9 = 1.e˜1 ⊕ 1.e˜4.
C«Ñ§µ®Q¸'²2«g¯'¸M´k¥§¨#¯'«g¨k¥
ã
¹S«
SP (Gq)
«;¨­´ð¯'®Q¦'©g³H¨®
Í
®Qµ²±'«{
Z/3Z×Z/3Z ÈyÉ#¦M²=¥§µm´k³S©;¸'¹S³H«oµ;¶
¨k¥
Í
¥0´kµ­³S©o«V«o¦ÅØõ®Qµ
Í
«U¦'®Qµ
Í
¥§¹H«V¯'«ó
Í
³H´±Å«o¨­´á

3 0 · · · · · · 0
0 3
È
È
È
È
È
È
È
È
È
È
È
È
1
È
È
È
È
È
È
È
È
È
È
È
È
È
È
È
0
0 · · · · · · 0 1
 .
|ù®Q¸µÎy¸'³9©o®Q¦'¦'¥)}S´g¹S¥´k±'Ë;®Qµ³H«U¨¸'µﬂ¹H«
Í
®¯'Ô;¹S«0¶©o«µ­Ëo¨¸¹H´t¥A´ﬂ«o¨m´å«;¦Ø×¥§³H´ﬂËÒ³S¯'«;¦y´oÈ¥²'µ«
Í
³HÔoµ«
©t±'®Q¨­«N{£¯'³Sµ­««o¨m´Îy¸'«.¨­³ç®Q¦©o®§¦y´µk¥§©´k«.¹ëÏì¥§µ­Ó;´«
(x1, x3)
¶N¥§¹H®Qµ¨V¹S«ÑQµ­®Q¸'²2«¦'«.©t±=¥0¦'ÑQ«I²=¥§¨;Èé·«o¹S¥
Ò³S«;¦y´¯'¸Ø×¥§³H´äÎ¸«©o«;´­´k«Å¥§µ­Ó;´«£«o¨m´I¸'¦Ì¿=½k=Âä²2®Q¸'µ¹H«ªÑQµ¥§²'±'«0ÈA¥»¨«;©o®Q¦¯'«
Í
®¯'³Hæ'©?¥0´³S®Q¦Î¸«
¹ÏÐ®Q¦â²7«;¸´å«;Ê7«o©;´¸'«oµ¨k¥0¦'¨V©t±=¥0¦'ÑQ«oµ¹S«ÑQµ­®Q¸'²2«§¶E«o¨m´V¯«©t±=¥0¦'ÑQ«oµ¹+¥I²'¹S¥§©o«¯'¸Ö²'¸'³H´¨Õ×©;ØbÈ&|µ®§²7®Q¨­³ j
´k³H®Q¦ªÙÈì÷²=¥§ÑQ«Vû§÷
Ü
Èó³7®Q¦M©t±'®Q³H¨³H´ð©o®
ÍMÍ
«g²'¸'³H´¨·¹H«å¦'®§¸ÒQ«o¥§¸£¨®
ÍMÍ
«;´ð³S¨­¨¸£¯'«å¹+¥UØõ¸'¨³H®Q¦ª¯«
x1
«´
x3
¶y¥§¹H®Qµ¨ç³H¹'«o¨m´ð´µÔ;¨#Ø×¥0©o³S¹H«`¯'«gÒQ®Q³HµÎy¸'«å¹H«ﬂÑQµ®§¸'²7«ﬂ¨­¸'µ¹S«ﬂÑQµ¥§²'±'«g«o¨m´¹S«g²'µ®¯'¸'³~´¯'«;¨ðÑQµ­®Q¸'²2«o¨#¨¸µ
©t±=¥§©;¸'¦ô¯'«o¨¯'«;¸à©;ß©;¹S«o¨U¯«¹H®Q¦'ÑQ¸«o¸'µ
3
¯'¸ÑQµk¥§²±'«§È
i
µU¹H«ÑQµ®§¸'²7«.¨­¸'µU©o«;¨©;ß©o¹H«o¨«o¨m´
Z/3Z
È
é·®
ÍÍ
«
Z/3Z× Z/3Z «;¨­´¸'¦'«UØõ®Qµ Í «U¦'®§µ Í ¥§¹S«T¯«äó Í ³~´k±N¶®Q¦â¥¹H«UµËo¨­¸'¹H´k¥0´?È
i
¦ö²2«o¸´Öµ«´kµ®§¸ÒQ«;µ»©o«µË;¨¸'¹~´t¥0´â«o¦¥§²'²'¹H³SÎy¸=¥§¦6´â¹ÏÚ¥§¹SÑ§®Qµ³~´k±
Í
«»¯'«Ìó
Í
³H´± Õõ©;ØbÈ+|µËoµ­«oÎy¸'³H¨
Í
¥0´k±'Ë
Í
¥A´k³SÎy¸'«;¨
Ü
¥0¸
Í
³S¦'«;¸'µ²'µ­³S¦'©;³S²=¥0¹
∆q
¯'«Å¹S¥
Í
¥0´µ³H©o«¹+¥0²'¹+¥§©;³S«;¦'¦'«
∆
¯'¸òÑ§µk¥§²'±«
G
¯'¸
û§ø
ó«o©´k³S®§¦
  9t ﬁ^&#(	o
(µ9 ;ﬀ) "	¾­ 
Í
®¯'Ô;¹S«á
∆q =

−3 1 1 0 0
1 −2 0 0 0
1 0 −3 1 1
0 0 1 −2 1
0 0 1 1 −2
 Op1−→

0 1 −8 3 3
0 −2 3 1 1
1 0 0 0 0
0 0 1 −2 1
0 0 1 1 −2

Op2−→

0 1 0 0 0
0 0 −13 5 5
1 0 0 0 0
0 0 1 −2 1
0 0 1 1 −2
 Op3−→

0 1 0 0 0
0 0 0 18 −21
1 0 0 0 0
0 0 0 −3 3
0 0 1 0 0

Op4−→

0 1 0 0 0
0 0 0 −3 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 3
0 0 1 0 0
 Op5−→

3 0 0 0 0
0 3 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
 .
C«o¨g¨Ë;Îy¸'«o¦'©;«o¨T¯9ÏÚ®Q²2Ëoµ¥0´k³H®Q¦'¨
Opi
¨®Q¦6´äÕë¥?Ò§«o©¯'«o¨g¦'®§´k¥0´k³H®Q¦'¨ﬂËÒ³H¯'«o¦6´«o¨
Ü
¹S«;¨ﬂ¨¸'³~Ò0¥§¦6´k«o¨á
Op1 =

L1 ← L1 + 3.L3
L2 ← L2 − L3
C3 ← C3 + 3.C1
C4 ← C4 − C1
C5 ← C5 − C1
Op2 =

L2 ← L2 + 2.L1
C3 ← C3 + 8.C2
C4 ← C4 − 3.C2
C5 ← C5 − 3.C2
Op3 =

L2 ← L2 + 13.L5
L4 ← L4 − L5
C4 ← C4 − C3
C5 ← C5 + 2.C3
Op4 =
{
L2 ← L2 + 7.L4
C4 ← C4 + 3.C5
Op5 =

C3 ↔ C5
C1 ↔ C3
C2 ↔ C4
L1 ↔ L4
L2 ← −L2

û 
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
´t¥§¦6´¯'®Q¦'¦ËÎy¸'«g¹H«ﬂÑQµ®Q¸²7«ﬂ¯'¸I´t¥0¨¯'«g¨k¥
ã
¹H«ﬂ«o¨m´ð¸¦MÑQµ­®Q¸'²2«g¥
ã
Ëo¹S³H«o¦æ=¦³¶Q®Q¦I²2«o¸´#©t±«oµ©t±«oµ
{å«;¦¯'Ë´k«oµ
Í
³H¦'«oµ¨¥V¨­´µ¸'©´k¸'µ­«§¶A©§ÏÐ«o¨­´^j¾{kj ¯'³Sµ­«ð¨¥

½A¼ªÀ9½A¼Ã§ÇSÀﬂÁÀ %HýÂ *È)¥
Í
¥§¦³SÔoµ­«#¦=¥0´k¸µ«o¹H¹S«
¯'«VØ×¥0³Sµ««;´`¯NÏì¥0²'²'¹S³HÎy¸'«oµð¹ÏÚ¥§¹SÑQ®§µ³H´±
Í
«ﬂ¯'«ó
Í
³H´±£¥§¸
Í
³S¦'«;¸'µ²'µ³H¦'©o³H²=¥§¹
∆q
¯«T¹+¥
Í
¥0´µ³H©o«¹+¥§²'¹S¥kj
©o³H«o¦'¦«
∆
¯'¸ÑQµ¥§²'±'«0È
i
¦«Rà²¹S®Qµ­«`¯=¥§¦'¨ù©o«´´k«·¨«o©´k³H®Q¦¹S«;¨ï¹H³S«o¦¨ù²'¹H¸'¨ï²µ®§Øõ®Q¦¯'¨ïÎy¸NÏÐ«o¦6´kµ­«;´³S«o¦¦'«o¦6´
¹+¥¨m´kµ­¸'©;´¸'µ«¯'¸âÑQµ®Q¸²7«U¯'¸Å´t¥0¨¯«¨¥
ã
¹H«U«;´¹S«UÑQµ¥§²'±'«¯'¸
Í
®¯'Ô;¹S«0È
XZY
XZY^[ _
$'! 
	 &gh 9ﬁå&g&ghè&fT" 7ﬁ V&g&gh
¤T¥§¦'¨ù¸'¦²'µ­«
Í
³S«;µ´«
Í
²'¨o¶J®Q¦²7«;¸´
Í
®Q¦6´µ«oµÞÎy¸'«·¹ëÏÚË´k¸'¯«ð¯'«;¨ïÑQµ¥§²'±'«;¨ï¨­³
Í
²'¹S«
Í
«;¦y´Þ©;®Q¦'¦'«Rà«;¨
¨«·µk¥
Í
Ôo¦'«Q{V©o«;¹S¹H«ð¯'«;¨çÑQµ¥§²'±'«;¨
ã
³S©;®Q¦'¦'«Rà«o¨oÈå¦ÑQµ¥§²'±'«·¨³
Í
²'¹H«
Í
«o¦6´Þ©o®Q¦'¦«à«ﬂ²7«;¸´ç´®Q¸
ê
®Q¸'µ­¨ï¨­«
¯'Ë;©o®
Í
²7®§¨«oµ·«o¦«o¦¨«
Íäã
¹S«;¨ﬂ¯'«TÑQµ¥§²'±'«;¨Æﬀt½k9À4'ÀtÄT®Q¸
2 
t½k9À4'ÀtÄ
Í
¥Aà³
Í
¥§¸à ¶'¥§¸'¨­¨³C¥0²'²7«;¹SË;¨
ÆoÇS½9tÄ¶N«´¯«MÑQµ¥§²'±'«;¨
K2
Õ×¯'«;¸àô¨®
ÍÍ
«;´k¨µ­«o¹S³HËo¨U«;¦y´µ«I«o¸àô²=¥§µ¸'¦'«M¥§µÓ´k«
Ü
¶Cµ«;¹S³HËo¨U«o¦6´µ««o¸à
²=¥§µﬂ¯«o¨ﬂ¿=½k =ÂõÄÁr Ã§¼RÂ,ﬀ¾Ç~Ã§Â,½kÄÈ
./g0 21!%vyx v
¥ <ï³SÑ§¸'µ«IÙÈ Ùª¯'®§¦'¦'«.¸'¦«à«
Í
²'¹H«¯'«I¯'Ë;©o®
Í
²7®§¨³H´³S®Q¦Ö¯NÏÐ¸'¦ÑQµk¥§²±'«.¨³
Í
²'¹H«
Í
«o¦6´T©;®Q¦'¦'«Rà««;¦
ÆoÇS½9tÄﬂ«´ÑQµ¥§²'±'«;¨
K2
ÈC«o¨ï¿=½k =ÂýÄÁr Ã§¼RÂﬀ¾Ç~Ã§Â,½kÄﬂ¯'¸.ÑQµ¥§²'±'«ð©o®Qµ­µ«;¨²2®Q¦'¯'«;¦y´¥0¸à©;«oµ­©o¹S«;¨ç´kµ¥§©oË;¨
«o¦âÑQµ¥§¨oÈC«UÑQµ¥§²'±'«¨«¯'Ë;©o®
Í
²2®Q¨««o¦
3 ã
¹S®©o¨ﬂ«´
2
Ñ§µk¥§²'±«o¨
K2
È
G B1
B2
B3
B4
B5
 2ÙÈìÙ ¤VË;©o®
Í
²7®§¨³H´³S®Q¦ª¯NÏÚ¸¦»ÑQµ¥§²'±'«U«;¦
ã
¹H®©;¨oÈ
9ku! Au#"q s­q!up vyx %9ÇSÀº§¼­Ã¿+*=À
G
Ä]ÀgÁ t½kV¿=½]Ä]ÀÀ
k
ÆoÇS½9tÄ
2 
t½k9À4'ÀtÄg½A¾º§¼­Ã¿+*=ÀtÄ
K2
9½AÂ tÄ
B1, . . . , Bk 
Ã§ÇS½A¼kÄP£
SP (G) ∼ SP (B1)× · · · × SP (Bk).
ﬁ ª½kÄÂ×¼­Ã§Â½kF£
i
¦
Í
®Q¦6´µ«V¹H«åµ­Ëo¨­¸'¹H´k¥0´`²=¥0µðµ­Ëo©o¸µµ«;¦'©o«U¨­¸'µ`¹H«å¦'®
Íã
µ«
k
Èó³
k = 1
¶¥§¹S®Qµ­¨ð¹H«
µË;¨¸'¹~´t¥0´g«;¨­´³
ÍÍ
Ëo¯'³S¥0´?È
ó³S¦®Q¦N¶
G = (S,A)
¨«¯'Ë;©o®
Í
²7®§¨«U«o¦
k
ÑQµk¥0²'±'«o¨
B1, . . . , Bk
¥?Ò§«o©
k > 1
È
i
¦Å©o®§¦'¨³H¯'Ôoµ­«¹H«
ÑQµ¥§²'±'«
Bk = (Sk, Ak)
«;´¹H«`²2®Q³S¦6´ç¯9Ïì¥§µm´k³H©o¸'¹S¥0´k³H®Q¦
xi
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­¨­·¶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­®¾¶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´
¿
ø§Û
ó«;©;´k³H®Q¦
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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¤V®Q¦©
µ4 = 15
¶
ν4 = 4
«;´
ρ4 = 5
ÈKC«o¨¨¸'³~´k«o¨
µi
¶
νi
«´
ρi
¨®§¦y´«o¦ôØ×¥§³H´
ã
³S«o¦ô¯'Ëæ=¦'³S«;¨o¶¯=¥§¦¨
¹S«ä¨«o¦¨U® 4¹S«;¸'µ¨TÒ0¥§¹H«o¸'µ­¨
ê
¸'¨Îy¸NÏ°{¸'¦4«o¦6´³S«oµ
k
¨¸'µT¸¦
Í
®¯'Ôo¹H«
(Dn, xn+2)
¶9²2®Q¸'µ
n ≥ k ¶9¨­®Q¦6´
ËoÑQ¥§¹S«;¨{¹H«o¸'µ­¨`Ò§¥0¹S«o¸µ¨ﬂ¨¸µå¹H«
Í
®¯'Ô;¹S«
(Dk, xk+2)
È
É¦Ö®Q¸´kµ«0¶=³S¹9ß¥I¸¦Ö¹H³S«o¦£´µÔ;¨gØõ®§µ­´g«o¦6´µ««o¹S¹H«o¨Uá
9ku! Au#"q s­q!up vyx  %·½kÂbÀ2ÁªÇ~Ã.Ä¾ýÂ%À
(ρi)i≥3
¿Ã§¼
ρ0 = 1
ÀÂ
ρ1 = 0 
½kÃ;£
ρi = 4ρi−1 − ρi−2 + 1, ÕëÙÈìÙÈ Ù Ü
∀i ≥ 3,
{
µi = ρi+1 − ρi
νi = ρi − ρi−1.
ﬁ ª½kÄÂ×¼­Ã§Â½k%£
|ï¥§µð¹Ï

Î¸'¥0´k³H®Q¦4ÕëÙÈ ÙÈHí
Ü
¶y®Q¦ª®
ã
´k³S«;¦6´ð´µ®Q³H¨ðµ­«o¹+¥A´k³S®§¦'¨#¯'«Vµ­Ëo©o¸µµ«;¦'©o«V²7®Q¸µ
µi
¶
νi
«´
ρi
Îy¸=¥0¦'¯
3 ≤ i ≤ n á
µie2 − νie1 − ρien+1 = 4(µi−1e2 − 4νi−1e1 − 4ρi−1en+1)
−(µi−2e2 − νi−2e1 − ρi−2en+1)− en+1
= (4µi−1 − µi−2)e2 − (4νi−1 − νi−2)e1 − (4ρi−1 + ρi−2 + 1)en+1.
¤äÏÐ® ôá
∀i ≥ 5,

µi = 4µi−1 − µi−2
νi = 4νi−1 − νi−2
ρi = 4ρi−1 + ρi−2 + 1.
ÕëÙÈ ÙÈì÷
Ü
é·®
ÍÍ
«ﬂ³H¹'¨oÏÚ¥§ÑQ³~´#¯'«µ«o¹S¥0´k³H®Q¦'¨ç¯«åµ­Ëo©o¸µµ«;¦'©o«¯NÏÐ®Qµ¯µ«
2
¶6³S¹¨¸  I´«;´ð³S¹'«;¨­´¦'Ë;©o«o¨­¨k¥§³Hµ«å¯'«g¯'®Q¦'¦'«;µ
¯'«;¸àÒ0¥§¹S«;¸'µ¨U³H¦'³H´³+¥§¹H«o¨V²2®Q¸'µU¯Ë;æ=¦'³HµU©t±=¥§©;¸'¦'«¯'«o¨¨¸'³~´k«;¨¯«
Í
¥§¦'³HÔoµ­«.¸'¦'³SÎy¸'«0ÈKC«o¨¨¸'³~´k«;¨Îy¸'³
¦'®Q¸¨³H¦6´kËoµ­«o¨­¨«o¦6´å¨®Q¦6´o¶2¯9Ïì¥§²µÔo¨g¹ëÏìÉïà«
Í
²'¹S«ÙÈ û²=¥§Ñ§«²µËo©;Ëo¯'«;¦6´k«§¶E´k«;¹S¹H«o¨`Îy¸'«á{
µ3 = 4
µ4 = 15
{
ν3 = 1
ν4 = 4
{
ρ3 = 1
ρ4 = 5
ó³`®§¦²7®Q¨­«
ρ0 = 1
«;´
ρ1 = 0
¶ù®Q¦´kµ­®Q¸ÒQ«
ρ2 = 0
¶
ρ3 = 1
«;´
ρ4 = 5
¥?ÒQ«o©Å¹S¥»µ«;¹+¥0´³S®Q¦¯'«
µË;©o¸'µ­µ«;¦'©o«Õ×©ØbÈ

Îy¸=¥0´³S®Q¦ ÕëÙÈìÙÈ Ù
ÜÜ
Ò§Ëoµ­³Hæ=Ë;«²=¥§µ
ρi
ÈçÉ¦è²=¥§µ­´³S©;¸'¹S³H«oµo¶C®§¦µ«;´µ®Q¸ÒQ«¹S«;¨
ã
®Q¦'¦'«;¨
Ò0¥§¹S«;¸'µ¨ﬂ²2®Q¸'µ
3
«´
4
¶'¯'®Q¦'©®Q¦Å²2«o¸´
ã
³H«o¦âË;´«o¦'¯'µ­«
ρi
¯'«©;«;´´«
Í
¥§¦'³HÔoµ­«§È
É¦ ®Q¸´µ«0¶®§¦òµ­«
Í
¥§µÎy¸'«ÅÎy¸'«
ν5 = µ4 = 15
¶ç«;´
ν4 = µ3 = 4
Èº~»¥§³S¨
νi
«;´
µi
¨­¸'³HÒ§«o¦6´
¹+¥
Í
Ó
Í
«µ«;¹+¥0´³S®Q¦â¯'«µ­Ëo©;¸'µµ­«o¦'©;«ÅÕ×©ØbÈ9ËoÎy¸=¥A´k³S®§¦'¨.ÕëÙÈ ÙÈì÷
Ü­Ü
¯9ÏÚ®Qµ­¯'µ«
2
È&V³H¦'¨³ë¶2®§¦4¥
Í
®Q¦6´kµËÎy¸'«
µi = νi+1
²7®Q¸µ`´k®Q¸´
i ≥ 3 È
ﬂ«;¨­´« {
Í
®Q¦6´µ«oµg¹H«¹H³S«;¦Ö«;¦y´µ«¹+¥I¨¸'³~´k«
νi
«;´å¹+¥I¨¸³H´k«
ρi
¶E©o¥§µg®Q¦¬¥§¸µk¥¥§¹S®Qµ­¨g¹S«¹S³H«o¦Å³S¦'¯¸'³H´
«o¦6´µ«
µi
«;´
ρi
²=¥0µV¹+¥µ«
Í
¥§µ­Îy¸'«
ê
¸¨­´k«äËo¦'®Q¦©oËo«0Èy|Þ®Q¸'µV¹H«o¨å²'µ«
Í
³HÔoµ«;¨åÒ0¥§¹H«o¸'µ­¨o¶E®Q¦4¥
ã
³S«;¦
ν3 =
1 = 1− 0 = ρ3 − ρ2 «´ ν4 = 4 = 5− 1 = ρ4 − ρ5 È=ó³C®Q¦â²7®Q¨­« ν˜i = ρi − ρi−1 ¥?ÒQ«;© ν˜3 = 1 «´
ν˜4 = 5
¶'®Q¦Ö¥I²2®Q¸'µ`´®Q¸´
i ≥ 3 á
ν˜i+1 = ρi+1 − ρi
= (4ρi − ρi−1 + 1)− (4ρi−1 − ρi−2 + 1)
= 4(ρi − ρi−1) + 3ρi−1 − 4ρi−1 + ρi−2
= 4(ρi − ρi−1)− (ρi−1 − ρi−2)
= 4ν˜i − ν˜i−1.
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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V³H¦'¨³
(ν˜i)i≥3
«o¨m´#¸'¦'«`¨­¸'³H´«·Îy¸'³'¥0¯
Í
«´ç¹S¥
Í
Ó
Í
«µ«;¹+¥0´³S®Q¦¯'«`µ­Ëo©o¸µµ«;¦'©o«Õõ©;ØbÈ0ËoÎy¸=¥0´³S®Q¦'¨`ÕÙÈìÙÈÚ÷
ÜÜ
¯NÏÐ®Qµ¯µ«
2
Îy¸'«¹S¥¨¸'³~´k«
(νi)i≥3
«´g¹S«o¨
Í
Ó
Í
«o¨ﬂ¯'«;¸àâ²'µ­«
Í
³SÔoµ­«o¨`Ò0¥§¹H«o¸'µ­¨á«o¹S¹H«o¨ﬂ¨­®Q¦6´å³H¯'«o¦6´³SÎy¸'«o¨;È
V³H¦'¨³ë¶
νi = ρi − ρi−1 «;´ µi = ρi+1 − ρi ²2®Q¸'µ`´®Q¸´ i ≥ 3 È 
é·«;´­´k«g²'µ®§²7®Q¨­³H´³S®Q¦¦®Q¸'¨#²7«;µ
Í
«;´¯«¨­³
Í
²'¹S³~æ=«oµÞ¹+¥
Í
¥0´µ³S©;«`¯'¸I¨­ß¨m´kÔ
Í
«g«o¦I©o«;¹S¹H«ﬂËoÎy¸'³HÒ0¥§¹H«o¦6´k«
¯'¸â¨­ß¨­´Ô
Í
«µ­Ëo¯'¸³H´
A = An
È
d muk%vyx  NÃIÃ§Â×¼ﬀtÀ
An
Á§¾ªº§¼k½A¾J¿=ÀÁ§¾ÖÂÃAÄäÁÀTÄoÃ6ÆoÇSÀTÄ¾¼ Dn ÀtÄÂ`Á½ktÀ·¿Ã§¼9£
An =
0 ρn − 1 ρn+10 ρn+1 ρn+2
n ρn+2−3ρn+1−n
2
ρn+2−ρn+1−n
2

 
ﬁ ª½kÄÂ×¼­Ã§Â½k%£
C«V¨­ß¨m´kÔ
Í
«V¯9ÏÚË;Î¸'¥0´k³H®Q¦'¨VÕÙÈìÙÈ~í
Ü
«;¨­´ðËoÎy¸'³~Ò§¥0¹S«o¦6´Q{¸'¦M¨­ß¨­´Ô
Í
«T¯'«
Í
Ó
Í
«gµ¥§¦'Ñä¨­¸'µ·¹H«o¨´kµ­®Q³S¨
ÑQË;¦'Ëoµ¥0´k«;¸'µ¨
e1
¶
e2
«´
en+1
È
i
¦Ö©t±'®§³S¨³~´ﬂ¹S«U¨mß¨­´kÔ
Í
«¯'«;¨g´µ®Q³H¨ﬂËoÎy¸=¥0´³S®Q¦¨¨­¸'³HÒ0¥§¦6´«o¨á

e1 = 4en − en−1 − en+1
e2 = 4e1 − en − en+1
0 = e1 + e2 + · · · + en
T¸=¥§¦'¯.®§¦«à²'µ­³
Í
«·©o«·¨­ß¨­´Ô
Í
«ﬂ«o¦Øõ®Q¦'©´k³H®Q¦¯'«;¨ç¨«;¸'¹S¨çÑ§Ëo¦'Ë;µk¥0´«o¸'µ­¨
e1
¶
e2
«;´
en+1
¶§®Q¦ä®
ã
´k³H«o¦6´ﬂá

e1 = (ρn − ρn+1) e1 + (ρn+2 − ρn+1) e2 − ρn+1 en+1
e2 = (4 + ρn − ρn+1) e1 + (ρn − ρn+1) e2 + (ρn − 1) en+1
0 = (1− ρn) e1 + ρn+1 e2 − (
∑n
i=3 ρi) en+1
¤äÏÐ® â¹+¥
Í
¥0´kµ­³S©o«.á
A =
 1 + ρn+1 − ρn ρn+1 − ρn+2 ρn+1−4 + ρn−1 − ρn 1 + ρn+1 − ρn 1− ρn
1− ρn ρn+1 1−
∑n
i=0 ρi
 .
i
¦Ö²2«o¸´å¨­³
Í
²'¹S³~æ=«oµ·©o«;´­´k«
Í
¥0´kµ­³S©o«U²'¥§µgÎ¸«o¹SÎy¸'«;¨å®§²7Ë;µk¥0´³S®Q¦'¨ﬂË;¹SË
Í
«;¦y´k¥§³Sµ­«o¨ﬂÎy¸'³¦NÏÐ«o¦â©t±=¥§¦'Ñ§«o¦6´
²=¥§¨g¨¥IØõ®Qµ
Í
«V¦'®Qµ
Í
¥§¹H«T¯'«ó
Í
³H´k±4á
A
O1−→
 1 + ρn+1 − ρn −3ρn+1 + ρn − 1 ρn+1−3− ρn+1 + 3ρn 1 + ρn+1 − ρn 1− ρn
1− ρn ρn+1 −
∑n
i=1 ρi

O2−→
 ρn+1 −4ρn+1 + ρn − 1 ρn+1 +∑ni=1 ρi−ρn+1 1 + 4ρn+1 − ρn 1− ρn − 3∑ni=1 ρi
1− ρn ρn+1 −
∑n
i=1 ρi

O3−→
 0 0 1− ρn + ρn+1 − 2∑ni=1 ρi−ρn+1 1 + 4ρn+1 − ρn −∑ni=1 ρi − ρn+1
1− ρn ρn+1 −
∑n
i=1 ρi

O4−→
 0 0 1− ρn + ρn+1 − 2∑ni=1 ρi−ρn+1 ρn+2 −∑ni=1 ρi − ρn+1
1− ρn ρn+1 −
∑n
i=1 ρi
 .
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¥ñ´kµ¥§¦'¨mØõ®Qµ
Í
¥0´k³H®Q¦
O1
©;®Q¦'¨­³S¨­´«{ñ¥§²'²¹S³SÎy¸'«;µÅ¹+¥ ﬂ«;¹+¥0´³S®Q¦°¯'«ôµË;©o¸'µ­µ«;¦'©o« ÕëÙÈìÙÈ Ù
Ü
²2®Q¸'µ
i = n+ 1
«;´
i = n+ 2
ÈÞÒ§«o©¯'«o¨¦'®§´k¥0´k³H®Q¦'¨`ËÒ³H¯'«o¦6´«o¨o¶E¹H«o¨`´kµ¥§¦'¨mØõ®Qµ
Í
¥0´k³H®Q¦'¨`¨­¸'³HÒ0¥§¦6´«o¨g¨®Q¦6´á
O2 =
{
L1 ← L1 − L3
L2 ← L2 + 3L3 O3 =
{
L1 ← L1 − L2 .
¥ô´µk¥§¦'¨mØõ®Qµ
Í
¥0´³S®Q¦
O4
©o®Q¦'¨­³S¨m´k«¬¥0¹S®Qµ­¨?{ô¸´k³H¹S³H¨«oµ.«;¦'©o®§µ«â¸'¦'«ÖØõ®§³S¨I¹+¥ ﬂ«;¹+¥0´³S®Q¦ ÕëÙÈ ÙÈ Ù
Ü
¥?ÒQ«;©
i = n + 2
È
i
¦Ö²2«o¸´å¥§¹H®Qµ¨
Í
®Q¦6´µ«oµﬂ²'¥§µgµËo©;¸'µµ­«o¦'©;«Îy¸'«²2®Q¸'µ
n ≥ 0 á
1 + ρn+1 − ρn − 2
n∑
i=1
ρi = n,
«;´å¥§³H¦'¨³9¯'Ë
Í
®Q¦6´kµ­«oµgÎy¸'«¹+¥
Í
¥0´kµ­³S©o«U²2«o¸´
ã
³S«;¦ÖÓ´kµ«U´µk¥§¦'¨mØõ®Qµ
Í
Ëo«U«;¦
An
È

ó³C®Q¦âµË;¨®Q¸´¹ëÏ

Îy¸=¥0´³S®Q¦ôÕëÙÈ ÙÈ Ù
Ü
¶'®Q¦´kµ­®Q¸Ò§«²2®Q¸'µ`´®Q¸´
n ≥ 0 á
ρn = λα
n + µβn + γ
¥?Ò§«o©

λ = 9−5
√
3
12
, α = 2 +
√
3,
µ = 9+5
√
3
12
, β = 2−√3,
γ = −1
2
.
ÕëÙÈ ÙÈÚÛ
Ü
C«o¨¦'®
Íäã
µ«;¨
α
«;´
β
¨­®Q¦6´ù¹H«o¨C¯'«;¸àµ¥§©o³H¦'«o¨C©;®Q¦
ê
¸'ÑQ¸Ëo«o¨Þ¯'¸²7®§¹Hß¦ 
Í
«ç©?¥0µk¥§©´kËoµ­³S¨m´k³SÎy¸'«
r2−4r+1
¯'«¹+¥ﬂg«o¹S¥0´k³H®Q¦q¯'«µ­Ëo©o¸µµ«;¦'©o« ÕÙÈ ÙÈìÙ
Ü
Ò§Ëoµ­³Hæ=Ë;«ô²'¥§µ
ρi
È C«©o®« ©o³H«o¦6´
γ
Ò§Ëoµ­³Hæ=«¹ÏÐËoÎy¸=¥A´k³S®§¦
γ−4γ+γ = 1 ¶6«;´¹S«;¨©;®«  ©o³S«;¦6´k¨ λ «;´ µ ¨®Q¦6´ð¯'Ë;´«oµ Í ³S¦Ëo¨#²=¥§µ¹H«o¨#©o®Q¦¯'³H´³S®Q¦'¨³H¦'³H´³+¥§¹H«o¨ ρ0 = 1
«;´
ρ1 = 0
È
− o −
 
p 8+1" 7K " uyoq,ps" 7K 1 8	«u&k pruk08+1! 7r
y q s

~»¥§³H¦y´«o¦=¥0¦y´o¶Q¦'®Q¸¨¥§¹S¹H®Q¦'¨ù¯'®Q¦'¦'«;µç¸'¦'«ﬂ«Rà²'µ«;¨¨³H®Q¦I«à²'¹H³S©o³~´k«ð¯'«ﬂ¹+¥åØõ®§µ
Í
«·¦'®Qµ
Í
¥0¹S«¯'«ó
Í
³H´k±
S = Sn ¯'«¹S¥ Í ¥0´µ³H©o« An È
¥ <=®Qµ
Í
¸¹S«»ÕÙÈìÙÈÐÛ
Ü
¦9ÏÚ«;¨­´.²=¥0¨ä´kµ­Ôo¨¸´³S¹H«M²2®Q¸'µ©?¥§¹H©o¸'¹H«oµ¹+¥âØõ®§µ
Í
«M¦'®§µ
Í
¥§¹S«¯'«ó
Í
³~´k±Ì¯«
¹+¥
Í
¥0´µ³S©;«
An
ÈÉ¦ò«Ê9«´?¶©o«Å¨­®Q¦6´M²¹S¸´ §´.¹S«;¨.²'µ®§²'µ³HË;´kË;¨¥§µ³~´k±
Í
Ë;´³SÎy¸'«o¨ä¯'«Å¹+¥¬¨¸³H´k«
ρn
Îy¸'³
¨®§¦y´Ö«o¨­¨«;¦y´³S«;¹S¹S«;¨oÈ
i
¦ ²2«o¸´
Í
®§¦y´µ«;µÅØ×¥0©o³S¹H«
Í
«o¦6´Å²=¥§µâµË;©o¸'µ­µ«;¦'©o«Î¸«§¶²7®Q¸µâ´®Q¸´
n
¶g®Q¦ö¥
ρn−1ρn+1 = ρ2n − ρn
Èﬁ|ï¥§µﬂ©;®Q¦'¨Ë;Îy¸'«o¦6´?¶E¹H«T¯'Ë;´«oµ
Í
³H¦=¥§¦6´ −wn ¯'¸ Í ³S¦'«;¸'µ
(
ρn − 1 ρn+1
ρn+1 ρn+2
)
¯«
An
«;¨­´ −wn = −(ρn+1 + ρn+2) ¶=©?¥0µUá
wn = ρ
2
n+1 − (ρn − 1)ρn+2
= ρ2n+1 − ρnρn+2 + ρn+2
= ρ2n+1 − (ρ2n+1 − ρn+1) + ρn+2
= ρn+1 + ρn+2.
É¦ñ²'¥§µ­´³S©o¸¹S³S«;µ¹+¥ÖÒ0¥§¹H«o¸'µä¥
ã
¨®§¹S¸'«M¯'¸¯'Ë;´«oµ
Í
³H¦=¥§¦6´¯'«ª¹+¥
Í
¥0´kµ­³S©;«M«;¨­´
nwn = n(ρn+1 +
ρn+2)
á9³S¹Þ¨oÏÚ¥§ÑQ³~´U¯'«¹ëÏÚ®§µ¯'µ­«¯'¸ÑQµ®§¸'²7«
SP (Dn) È i ¦4µ­« Í ¥§µÎy¸'«.¯Ë ê {£Îy¸NÏÐ®Q¦4´kµ®§¸ÒQ«.¸'¦4®§µ¯'µ­«
¯'³~Ê9Ë;µ«o¦6´¯'«g©o«;¹S¸'³'´µ®Q¸ÒQË²7®Q¸µ¹ëÏì¥0¸´kµ­«ﬂµ«o²µËo¨­«o¦6´t¥A´k³S®§¦ª¯'«åé·®?à«;´k«;µð¯¸ªÑQµ­®Q¸'²2«
Dn
Èy¤V«²'¹S¸¨o¶6¹+¥
¯'Ë;©o®
Í
²7®§¨³H´³S®Q¦U«;¦Øõ®§µ
Í
«¦'®Qµ
Í
¥§¹H«ç¯'«ðó
Í
³H´k±¯'«#¹S¥
Í
¥0´µ³H©o«
An
«;¨­´Þ´kµÔ;¨¹S³SË;«A{g¹+¥ﬂ¯'Ëo©;®
Í
²7®Q¨­³H´³S®Q¦
«o¦¬Ø×¥0©;´k«;¸'µ¨V²'µ«
Í
³H«oµ¨å¯'«
wn
ÈNÉ¦4«Ê9«´?¶9©;«;´­´k«¯'Ë;©o®
Í
²2®Q¨³~´k³S®§¦Ö²2«o¸´T¯'®Q¦'¦'«;µT¯'«;¨T³S¦Øõ®§µ
Í
¥0´k³H®Q¦'¨
²=¥§µmØõ®Q³S¨ﬂ¨­¸  ¨k¥§¦6´«o¨²7®Q¸µ¯Ë;´k«;µ
Í
³S¦'«;µ Sn È
ø  
 
	ﬁﬀﬁﬂﬃ !#"%$&'	
)(*$ﬁ+(ﬁﬀ)ﬃ,
9ku! Au#"q s­q!up vyx ½A¾¼
n = 2m + 1
 V¿Ãý¼

½kÌÃ
wn = ρ2m+2 + ρ2m+3 = h
2
m
½¬Ç~ÃMÄ¾ýÂ%À
hm
ÀtÄÂðÁ!¢]À`¿Ã§¼P£ 
h0 = 1
h1 = 5
hm = 4hm−1 − hm−2.
g½A¾¼
n = 2m
¿Ãý¼

½kÃ
wn = ρ2m+1 + ρ2m+2 = 6 k
2
m 
½âÇ~ÃÄ¾ýÂbÀ
km
ÀtÄÂ`Á!¢]À·¿Ã§¼9£

k0 = 0
k1 = 1
km = 4km−1 − km−2.
ﬁ ª½kÄÂ×¼­Ã§Â½k%£
i
¦²2®Q¨­«
h2m = w2m+1
«´®Q¦Ì¥0²'²'¹S³HÎy¸'«.¹+¥ ﬂg«o¹S¥0´k³H®Q¦ñÕÙÈìÙÈìÙ
Ü
È
i
¦´kµ­®Q¸Ò§«M¥0¹S®Qµ­¨U¹+¥£µ«;¹+¥0´³S®Q¦4¯«
µË;©o¸'µ­µ«;¦'©o««;´¹S«;¨ﬂÒ§¥0¹S«o¸µ¨ﬂ³S¦³H´k³S¥§¹S«;¨ð³H¦'¯'³HÎ¸Ëo«o¨g²2®Q¸'µg¹+¥¨­¸'³H´«
hm
È
i
¦Ö²'µ­®©;Ôo¯'«¯'«
Í
¥§¦'³HÔoµ«¥0¦=¥§¹S®§ÑQ¸'«T²2®Q¸'µﬂ¯'Ë
Í
®§¦y´µ«;µÎy¸'«
6k2m = w2m
È

9ku! Au#"q s­q!up vyx,zg½A¾¼Âb½A¾Â
m,n ≥ 1 ½kÃ
km+n = km+1kn − kmkn−1 et hm+n = km+1hn − kmhn−1.
ﬁ ª½kÄÂ×¼­Ã§Â½k%£
i
¦Ö²2®Q¨­« K :=
(
4 −1
1 0
)
®Q¦Ö¥á
Km =
(
4 −1
1 0
)m
=
(
km+1 −km
km −km−1
)
.
é·®
ÍÍ
« Km+n−1 = KmKn−1 ¶'®Q¦Ö¥(
km+n −km+n−1
km+n−1 −km+n−2
)
=
(
km+1 −km
km −km−1
)
·
(
kn −kn−1
kn−1 −kn−2
)
.
¥²'µ­«
Í
³SÔ;µ«³S¯'«;¦y´³H´Ë¯Ëo©o®§¸'¹S«å¯'³Sµ­«o©;´«
Í
«o¦6´ð¯'«V©;«;´´«VË;Ñ6¥§¹S³~´kËg«o¦ªµk¥§Ñ6¥0µ¯=¥§¦6´¹+¥²'µ«
Í
³HÔoµ­««;¦6´kµË;«
¯'«¹+¥
Í
¥0´µ³S©;«§È
i
¦ ®
ã
´³S«o¦6´ä¹+¥Ö¨­«o©;®Q¦'¯'«³H¯'«o¦6´k³~´kËM«o¦ ¸´³S¹H³S¨k¥0¦y´¹S¥Ö²'µ­«
Í
³SÔoµ­«ª³H¯'«o¦6´k³~´kËM«;´¹H«MØ×¥§³~´Î¸«
hm =
km + km+1
È

i
¦²7«;¸´`¯'µ­«o¨­¨«oµg¸'¦«T¹S³H¨­´k«¯'«Tµ­«o¹S¥0´k³H®Q¦'¨«o¦6´kµ­«T¹S«;¨`¨¸'³~´k«;¨
hn
¶
kn
«´
ρn
¶Îy¸'³9²2«o¸Ò§«o¦6´ﬂ´k®§¸´k«;¨
Ó;´µ«²'µ­®Q¸ÒQË;«o¨Ø×¥§©o³H¹S«
Í
«o¦6´ﬂ²'¥§µﬂ³S¦'¯¸'©;´³S®Q¦®Q¸âµË;©o¸'µ­µ«;¦'©o«á

hm = km + km+1

km = ρm+2 − ρm+1

hm = ρm+3 − ρm+1

hm − km = ρm+3 − ρm+2

hm km = ρ2m+2

hm−1 km = ρ2m+1

hm km−1 = ρ2m+1 − 1
øQî
ó«;©;´k³H®Q¦
± 	 ­	µ)9$& $&E	
)(*$ﬁ+(ﬁﬀ)ﬃ,

hm−2 km = ρ2m − 1

hm−1 km+1 = ρ2m+2 − 1

hm km+1 = ρ2m+3
i
¦Ö²2«o¸´¥§¹S®Qµ­¨ﬂ²'µ®§¸ÒQ«;µå¹H«V´k±'Ë;®QµÔ
Í
«¨­¸'³HÒ0¥§¦6´á
d muk%vyxzz %
a
Á tSÄ]À
b

Ã§ÇS½A¼kÄ
ka
Á tSÄ]À
kb  
ﬁÀä¿2Ç\¾6Ä

½kô¿=À¾ÂÃ§¾yÄtÄ+ª½k=Âë¼kÀ¼'o¾=À
det(Aa)
Á tSÄ]À
det(Ab)

tÀTÄ]½k=ÂðÇSÀtÄä½A¼Á§¼kÀtÄÁÀtÄVº§¼k½A¾]¿=ÀtÄÁ§¾âÂ ÃAÄäÁÀTÄoÃ6ÆoÇSÀ
 
ﬁ ª½kÄÂ×¼­Ã§Â½k%£
|ù®Q¸µV¹S«²'µ­«
Í
³S«;µ²2®Q³H¦y´o¶=®Q¦
Í
®Q¦6´µ«²=¥§µgµË;©o¸'µ­µ«o¦©o«¨­¸'µ
t
Î¸«
ka
¯'³HÒ³H¨«
kat
È7éVÏÐ«o¨­´åÒµk¥§³¨³
t = 0
È
ó¸'²'²2®Q¨­®Q¦'¨Î¸«
ka
¯³HÒ³S¨­«
kat
ÈA|ù¥§µI¹+¥ |µ®Q²2®Q¨­³H´k³H®Q¦ñÙÈ~ítŁ¬²=¥§Ñ§«â©;³ j ©o®Q¦6´kµ­«®Q¦ñ¥
ka(t+1) =
kat+1ka − katka−1 È~»¥0³S¨ ka ¯³HÒ³S¨­« ka «;´M¯'®Q¦© kat+1ka ¶ Í ¥0³S¨¥§¸'¨­¨³ kat ²'¥§µM±6ß²2®§´k±'Ô;¨«¬¯«
µË;©o¸'µ­µ«;¦'©o«0¶2«´¯'®Q¦'©Uæ=¦=¥0¹S«
Í
«o¦6´
ka(t+1)
È
|ù®Q¸µT²'µ®§¸ÒQ«;µT¹S«µËo¨­¸'¹H´k¥0´T¨­¸'µV¹H«o¨T¯Ë;´k«;µ
Í
³S¦=¥0¦y´¨o¶2®Q¦¬²'µ­®Q¸Ò§«Îy¸'«¨³
2a + 1
¯'³HÒ³S¨­«
2b + 1
¶
¥§¹H®Qµ¨
ha
¯'³HÒ³S¨­«
hb
È7ó¸²'²7®§¨®Q¦'¨
2b + 1 = (2a + 1)(2t + 1)
È
i
¦
Í
®§¦y´µ«²=¥§µµË;©o¸'µ­µ«o¦©o«¨­¸'µ
t
Îy¸'«
ha
¯'³HÒ³S¨­«
hb = h2at+a+t
È2éVÏÐ«o¨m´Òµ¥§³C¨³
t = 0
È
ó³
ha
¯'³~Ò³H¨«
h2at+a+t
¶®Q¦¥
h2a(t+1)+a+(t+1) = h(2a+1)+(2at+a+t)
«´ﬂ¥§³H¦'¨³
h2a(t+1)+a+(t+1) =
k2a+2h2at+a+t − k2a+1h2at+a+t−1 ÈC«M²'µ« Í ³H«oµ´k«oµ Í «M«o¨m´.¸'¦ Í ¸¹H´k³H²'¹S«I¯'« ha ²=¥0µä±6ß²7®§´±'Ôo¨­«
¯'«µËo©;¸'µµ­«o¦'©;«§È9¤V«²'¹H¸'¨
k2a+1 = k
2
a+1 − k2a
²'¥§µå¹S¥I|µ®§²7®Q¨­³H´³S®Q¦ÖÙÈ~ítŁÈ2¤V®Q¦©
k2a+1 = (ka+1 +
ka)(ka+1 − ka) = ha(ka+1 − ka) È|ï¥0µ`©o®Q¦¨ËoÎy¸'«;¦6´?¶2¹S«T¨­«o©o®§¦'¯´k«oµ Í «U«;¨­´¥§¸¨¨³9¸'¦ Í ¸'¹H´³S²'¹H«å¯«
ha
È
É¦æ=¦N¶®Q¦ª²µ®Q¸Ò§«VÎy¸'«å¨³
2a+1
¯³HÒ³S¨­«
2b
¶¥§¹H®Qµ¨
ha
¯'³~Ò³S¨«
kb
Èó¸'²'²2®Q¨­®Q¦'¨
2b = (2a+1)2t
È
i
¦ô¥E{²'µ­®Q¸Ò§«oµÎ¸«
ha
¯³HÒ³S¨­«
k(2a+1)t
È
i
¦ô¥Ò¸{¹ÏÐ³S¦'¨m´t¥§¦6´UÎy¸'«
ha
¯'³HÒ³H¨«
k2a+1
Èr~»¥§³S¨U®§¦
¨k¥0³H´¥§¸'¨­¨³CÎy¸'«
k2a+1
«o¨m´å¸¦Ö¯'³~Ò³S¨«;¸'µﬂ¯'«
k(2a+1)t = kb
¶=¯NÏÐ® Å¹S«Uµ­Ëo¨¸¹H´t¥A´?È
é·®
ÍÍ
«
det(An) = −nwn ¶N®Q¦¥£¹S«ä¯'«o¸à³HÔ Í «.²7®Q³H¦6´TÑQµ {§©o«H{©;«o¨U¯'³~Ê9Ë;µ«o¦6´«o¨U²'µ­®Q²'µ³HË;´Ëo¨o¶
¨¸³HÒ0¥§¦6´g¹S«;¨²'¥§µ³~´kËo¨ﬂµ­«o¨­²7«;©;´k³~ÒQ«;¨V¯'«
a
«;´
b
È

9ku! Au#"q s­q!up vyx,zv&%
2t
Á tSÄ]À
n
Ã §À 
t ≥ 1

Ã§ÇS½A¼kÄ
2t+1
Á tSÄ]À
kn  
ﬁÀð¿2Ç\¾6Ä

Ä
3t
Á tSÄ]À
n

Ã§ÇS½A¼kÄ
3t
Á tSÄ]ÀÃ§¾yÄtÄ
kn  
ﬁ ª½kÄÂ×¼­Ã§Â½k%£
i
¦®
ã
´k³H«o¦6´C¸'¦'«Øõ®Qµ
Í
¸'¹H«ï«à²'¹H³S©;³H´k«ï²7®Q¸µ
kn
«o¦µË;¨®Q¹~Ò0¥§¦6´C¹+¥`µ­Ëo©o¸µµ«;¦'©o«åÕ,|#µ­®Q²2®Q¨³~´k³S®§¦ÙÈÚú`²=¥§ÑQ«
²'µ­Ëo©oË;¯'«o¦6´«
Ü
á
kn =
1
2
√
3
((2 +
√
3)n − (2−
√
3)n)
=
1√
3
∑
1≤2j+1≤n
(
n
2j + 1
)√
3
2j+1
2n−(2j+1)
=
∑
1≤2j+1≤n
(
n
2j + 1
)
3j2n−(2j+1).
V³H¦'¨³ë¶C¨³
2t
¯³HÒ³S¨­«
n
¥]Ò§«o©
t ≥ 1 ¶¹+¥Ò§¥0µ³+¥ ã ¹S« 2j + 1 Ò0¥§µ­³S««o¦Ø×¥0³H´«o¦6´kµ­« 1 «;´ n − 1 ÈÞ¤V®Q¦©
´k®§¸'¨¹H«o¨U´k«;µ
Í
«o¨¯'«¹+¥¨®
ÍMÍ
«.©o³ j%¯'«;¨¨¸¨¨­®Q¦6´ä¯'³~Ò³S¨³
ã
¹S«;¨U²=¥§µ
n
¶C©o¥§µ¯=¥§¦'¨©o«©?¥0¨
n
¯'³~Ò³H¨«I¹S«
©o®« ©;³S«o¦6´
ã
³H¦'®
Í
³+¥§¹ëÈ¤V«²'¹H¸'¨¹S«
2
¯'³HÒ³H¨«¥§¸¨¨³ﬂ¹H«£©o®« ©;³S«o¦6´
2n−(2j+1)
«´I²=¥§µ©;®Q¦'¨Ë;Îy¸'«o¦6´
2t+1
¯'³HÒ³H¨«
kn
È
øQú
 
	ﬁﬀﬁﬂﬃ !#"%$&'	
)(*$ﬁ+(ﬁﬀ)ﬃ,
ó³
3t
¯³HÒ³S¨­«
n
¥§¹H®Qµ¨
3t
¯'³HÒ³S¨­«ª´k®§¸'¨¹S«;¨©o®« ©;³S«o¦6´¨
ã
³S¦'®
Í
³+¥0¸à7¶Þ¨¥§¸ØË;Ò§«o¦6´k¸«o¹S¹H«
Í
«o¦6´I¹S«
¯'«;µ¦'³H«oµo¶¨³
n
«;¨­´g³
Í
²=¥0³SµoÈ~»¥0³S¨`¹H«T¯'«oµ­¦'³S«;µ`´k«;µ
Í
«U¥§¯
Í
«;´ﬂ¸¦ÅØ×¥0©;´k«;¸'µ
3(n−1)/2
¯=¥§¦'¨ﬂ¹H«T©?¥§¨ﬂ®
n
«o¨m´³
Í
²=¥§³Sµ;È
i
µ
(n− 1)/2 ≥ t ¨­³ 3t ¯'³HÒ³H¨« n ²7®§¸'µ t ≥ 0 ÈE¤äÏÚ®Ö¹H«UµËo¨­¸'¹H´k¥0´?È 
− o −
  8+1  217K S11 i ¦¦®§´k«T¯Ëo¨®§µ Í ¥§³S¨ (a, b) ¹S«¿§º Áª«o¦6´kµ­«U¯'«o¸à«o¦6´k³H«oµ¨ a «´ b ÈC«T©o®« ©o³H«o¦6´
S11 ¯«¹S¥ Í ¥A´kµ³H©o«T¯«äó Í ³~´k±«o¨m´V«;¦âØ×¥0³H´ﬂ¹H«V¿§º ÁÅ¯'«;¨g©o®« ©o³H«o¦6´k¨¯'«¹+¥ Í ¥0´kµ­³S©;«T®Qµ³HÑQ³S¦«o¹S¹H«§È
i
¦ µ­«
Í
¥§µÎy¸'«¯NÏÚ¥
ã
®Qµ¯°Îy¸'«²2®Q¸'µ£´®Q¸´
m
®Q¦ ¥
(km, km+1) = (hm, hm+1) = 1
Ègé·«o¹S¥
³
Í
²'¹H³SÎy¸'«V¯³Sµ«;©;´«
Í
«o¦6´Î¸«á
 ¨­³
n = 2m + 1
«o¨m´³
Í
²=¥§³Sµ
(ρn+1, ρn+2) = (hmkm, hmkm+1) = hm
¶
 ¨­³
n = 2m
«o¨­´²=¥0³Sµg¥§¹H®Qµ¨
(ρn+1, ρn+2) = (hm−1km, hmkm) = km
È
|ï¥§µg¯'Ëæ=¦'³~´k³S®§¦
S11 = (n, ρn+1, ρn+2, ρn+2 − ρn+1 − n
2
).
 ó³
n = 2m + 1
«;¨­´M³
Í
²=¥§³Hµ.¥§¹S®§µ¨
(n, ρn+1, ρn+2,
ρn+2−ρn+1−n
2
) = (n, ρn+1, ρn+2)
È#É¦
«Ê9«´?¶E¨³
d
¯'³~Ò³S¨«
n
¶
ρn+1
«;´
ρn+2
¶7¥0¹S®Qµ­¨
d
«o¨m´V³
Í
²=¥0³Sµ`©o¥§µ
n
«;¨­´T³
Í
²'¥§³Sµ;ÈV¹H®Qµ¨
d
¯³HÒ³S¨­«
¥§¸¨¨³ ρn+2−ρn+1−n
2
È|ï¥§µg©o®§¦'¨Ë;Î¸«o¦6´ S11 = (n, ρn+1, ρn+2) = (n, hm).
 ó³
n = 2m
«;¨­´²=¥§³Hµﬂ¥§¹H®Qµ¨
S11 = (n, km, hmkm − hm−1km − n
2
) = (n, km, km
hm − hm−1
2
−m)
= (n, km, m) = (m, km).
 ó³
m
«;¨­´³
Í
²=¥§³Hµo¶¥§¹S®§µ¨
km
«o¨m´³
Í
²=¥§³Sµð«;´ S11 = (n, km).
 ó³
m
«o¨­´Þ²=¥0³Sµo¶;®Q¦¥ S11 = (m, km) = (n,km)2
ÈJé·«´´k«#¯'«;µ¦'³HÔoµ­«Ë;Ñ6¥§¹H³H´kËÞÒ³S«o¦6´¯'³Hµ«;©;´k«
Í
«;¦6´
¯'«¹+¥|µ®Q²2®Q¨­³H´k³H®Q¦ÙÈ~íJÙT²=¥§ÑQ«g²'µ­Ëo©;Ëo¯'«;¦y´«§ÈÉ#¦«;Ê7«;´
km
©;®Q¦6´k³S«;¦6´ð¯'¥§¦'¨¨k¥UØ×¥§©;´®Qµ³H¨k¥0´³S®Q¦
¹+¥.²'¸'³H¨¨¥§¦'©o«
Í
¥Aà³
Í
¥§¹S«å¯'«Ù©o®Q¦6´k«;¦y¸'«ä¯=¥0¦'¨
2m
È
− o −
 
8+1  21 7r S22 |ï¥0µ¯Ë;æ=¦'³~´k³H®Q¦á
S11S22 = (ρn+1 + ρn+2, nρn+1, nρn+2, (ρn+1 + ρn+2)
2 + nρn+1 − nρn+2
2
− 3ρn+1ρn+2).
 ó³
n = 2m + 1
«o¨m´³
Í
²=¥§³Sµ¥§¹H®Qµ¨ S11S22 = (ρn+1 + ρn+2, nρn+1, nρn+2, 3ρn+1ρn+2).
É¦ «Ê9«´?¶Þ®Q¦ ²2«o¸´ÒQ®Q³HµØ×¥§©;³S¹H«
Í
«o¦6´Î¸«ª¨®§³H´
ρn+1
¨­®Q³H´
ρn+2
«;¨­´ä³
Í
²=¥§³SµU«´¨­³
d
¯³HÒ³S¨­«
ρn+1+ρn+2
¶
nρn+1
«;´
nρn+2
¥0¹S®Qµ­¨
d
«o¨­´ï³
Í
²=¥§³HµC«;´ç¯³HÒ³S¨­«·¥§¸¨¨³ (ρn+1+ρn+2)2+nρn+1−nρn+2
2
È
å³S¦'¨­³
S11S22 = (h2m, nhm, 3h2mkmkm+1) = hm(hm, n, 3hmkmkm+1) = hm(n, hm).
|ù¥§µg©o®Q¦'¨­ËoÎy¸'«;¦y´ S22 = hm.
 Ł
ó«;©;´k³H®Q¦
± 	 ­	µ)9$& $&E	
)(*$ﬁ+(ﬁﬀ)ﬃ,
 ó³
n = 2m
«;¨­´²=¥§³Hµo¶'®§¦Ö¥
S11S22 = (6k2m, nkm,
36k2m + nkm(hm − hm−1)
2
− 3hm−1kmhmkm) =
= km(6km, n, 18km + n
(hm − hm−1)
2
− 3hm−1hmkm) =
= km(6km, n, 3hm−1hmkm) = km(n, 3km(2, hm−1hm)) = km(n, 3km).
å¹S®Qµ­¨Uá
q¨³
m
«o¨­´å³
Í
²=¥§³Hµ S22 = kmα, ¥?ÒQ«;© α := (n,3km)(n,km)
¶
q¨³
m
«o¨­´å²=¥§³Hµﬂ¥§¹H®Qµ¨ S22 = 2kmα È
|ï¥§µå¹+¥?|#µ­®Q²2®Q¨³~´k³S®§¦¬ÙÈ~íJÙI²=¥§ÑQ«äøQúM®Q¦¬¥MÎy¸'«¹H«¦'®
Íã
µ«
α
Îy¸'³Þ²7«;¸´IÃä¿2¼½A¼`Ó;´µ«
1
®Q¸
3
¶
Ò0¥§¸´«o¦ôØ×¥§³H´«Rà¥§©;´«
Í
«o¦6´
1
È¤V«I|¹H¸'¨o¶®Q¦¥
det(Sn) = | det(An)| È¤V®§¦'© S33 = nwnS11S22
ÈK|ï¥0µ
©o®§¦'¨Ë;Î¸«o¦6´T¹S¥äØõ®Qµ
Í
«U¦'®Qµ
Í
¥§¹H«T¯'«ó
Í
³H´± Sn ¯'«¹+¥ Í ¥0´kµ­³S©o« An «o¨­´
 |Þ®Q¸'µ
n = 2m + 1
³
Í
²=¥0³Sµ (n, hm) 0 00 hm 0
0 0 n hm
(n,hm)
 ,
 ²2®Q¸'µ
n = 2m
¥?ÒQ«;©
m
³
Í
²=¥§³Hµ (n, km) 0 00 km 0
0 0 6nkm
(n,km)
 ,
 ²2®Q¸'µ
n = 2m
¥?ÒQ«;©
m
²=¥§³Hµ  (n,km)2 0 00 2km 0
0 0 6nkm
(n,km)
 .
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¯'³~Ê9Ë;µ«o¦6´¨M²2®Q³S¦6´¨.Ë;ÒQ®Îy¸'Ëo¨M¹S®Qµ­¨.¯'«Å¹+¥4¯'Ë
Í
®Q¦¨­´kµ¥0´k³H®Q¦è¯'¸ ¥ﬂ±'Ëo®Qµ­Ô
Í
«ÖÙÈHí§íâ²'¥§ÑQ«âøQú¶
®Q¦¬²2«o¸´¥§¸'¨­¨³ùÒ§®Q³SµåÎy¸'«§¶7²7®Q¸µ
a
Îy¸'³ï¯'³~Ò³S¨«
b
¶7´k®§¸´k««o¦6´kµ­Ëo«.¯'«¹S¥
Í
¥0´kµ­³S©;« Sa ¯'³HÒ³S¨­«ä¹ëÏÚ«;¦y´µË;«
©o®§µµ«;¨²2®Q¦'¯=¥0¦y´«¯'¥§¦'¨g¹+¥
Í
¥0´kµ­³S©;« Sb È2é·«o¹S¥I¦®Q¸'¨g²7«;µ Í «;´g¯NÏÐËo¦®Q¦'©o«;µå¸¦Ö¦'®§¸ÒQ«o¥§¸Ö´±'Ëo®Qµ­Ô Í «.á
d
muk%vyxz $&%
a
Á tSÄ]À
b
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K 1 K " 8;"  8ﬁts­q  21,q,"
Ý%¹ﬂ²7«;¸´Ó;´µ«Å³S¦6´kË;µ«;¨¨k¥0¦y´M¯'«Åµ«;Ñ6¥§µ­¯'«oµIÎy¸=¥§¦'¯ñ¹S«Ñ§µ®Q¸'²2«¯'¸è´t¥§¨I¯'«Å¨¥
ã
¹S«¨­¸'µ Dn «;¨­´¹S«
²'µ­®¯'¸³H´`¯«V´kµ­®Q³S¨ðÑQµ®Q¸²7«;¨`©;ß©o¹H³SÎy¸'«;¨o¶'©0ÏÚ«;¨­´\j {kj%¯³Sµ«åÎy¸=¥§¦'¯ S11 > 1 È i ¦Å¥ä¯'Ë ê {äÒ¸ÅÎy¸'«T¨­³ t ≥ 2 ¶
¥§¹H®Qµ¨
2t
¯'³HÒ³S¨­«
n
«´²'¥§µ©;®Q¦'¨­ËoÎy¸'«o¦6´o¶
2t−1
¯'³HÒ³S¨­« S11 Èïó³ t ≥ 1 «´ä¨­³ 2.3t ¯'³HÒ³H¨« n ¥0¹S®Qµ­¨ 3t
¯'³~Ò³H¨«¥§¸¨¨³ S11 È
·µ«Øç³H¹N«o¨m´Ø×¥0©o³S¹H«T¯'«©o®§¦'¨­´µ¸'³Hµ«¯'«o¨gÑQµ¥§²'±'«;¨
ã
³ j ©o®Q¦'¦«à«o¨å¥?ß6¥§¦6´g´kµ­®Q³S¨ﬂÑQµ­®Q¸'²2«o¨g©;ß©;¹S³SÎy¸'«;¨oÈ
− o −
 í
 
	ﬁﬀﬁﬂﬃ !#"%$&'	
)(*$ﬁ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  8+"/u 
n = pt 
8& 
p
 rk q! ó³
p > 2
¶'®Q¦Ö¥.¹S«;¨Ë;Ñ6¥§¹H³H´kË;¨`¨¸³HÒ0¥§¦6´k«;¨
Í
®¯'¸'¹S®
p
á
wpt = ρpt+1 + ρpt+2 =
(2 +
√
3)p
t
+ (2−√3)pt
2
− 1
=
(2p
t
+
√
3
pt
) + (2p
t −√3p
t
)
2
− 1 = 1.
é·«o¹S¥³
Í
²'¹S³HÎ¸«Îy¸'«U²2®Q¸'µ
p > 2
²'µ­«
Í
³S«;µo¶
(p, wpt) = 1
ÈÞ¥äØõ®§µ
Í
«V¦'®Qµ
Í
¥0¹S«¯'«ó
Í
³H´±ª¯'«U¹S¥
Í
¥0´kµ­³S©o«V«o¨­´å¥§¹H®Qµ¨ﬂ¯«¹S¥äØõ®Qµ
Í
«.á
Spt =
1 0 00 h pt−1
2
0
0 0 pt h pt−1
2
 .
|ù®§¸'µ
p = 2
¶=®Q¦â¥á
S2t =
2t−1 0 00 2k2t−1 0
0 0 12k2t−1
 .
 
8+"
n = 2pt
8 
p > 2
 =­ q! ó³
p > 3
®§¦»¥.¹S«;¨gËoÑ6¥§¹H³H´Ëo¨`¨­¸'³HÒ0¥§¦6´k«;¨
Í
®¯'¸'¹H®
p
á
w2pt = ρ2pt+1 + ρ2pt+2 =
(2 +
√
3)2p
t
+ (2−√3)2pt
2
− 1
=
(7 + 4
√
3)p
t
+ (7− 4√3)pt
2
− 1 = 6.
é·«o¹S¥ä¨³HÑQ¦'³Hæ'«åÎy¸'«
2pt
«;´
kpt
ÕõÎ¸³7«;¨­´ﬂ³
Í
²=¥0³Sµ
Ü
¨­®Q¦6´`²'µ­«
Í
³S«;µ¨·«;¦6´kµ«å«o¸à7ÈV³S¦¨³¶y²2®Q¸'µ
p > 3
®Q¦â¥I¹+¥äØõ®Qµ
Í
«U¦'®§µ
Í
¥§¹S«T¯«äó
Í
³~´k±¨¸³HÒ0¥§¦6´k«Iá
S2pt =
1 0 00 kpt 0
0 0 12 pt kpt
 .
ó³H¦'®Q¦N¶'²2®Q¸'µ
p = 3
¶=®Q¦â¥Åá
S2·3t =
3t 0 00 k3t 0
0 0 12k3t
 .
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­u   A "  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m
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
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Í
®Q¦6´µ«oµ
Îy¸'«Î¸«o¹EÎy¸'«å¨­®Q³H´#¸¦M«;¦y´³S«;µ
m ≥ 2 ¶6®Q¦²2«o¸´#´kµ­®Q¸Ò§«oµ¸'¦M«;¦6´k³S«;µ n ´«o¹EÎy¸'«¹S«ﬂÑQµ­®Q¸'²2«¯¸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¨k¥
ã
¹S«¨¸'µ Dn «;¨­´`¹H«g²'µ®¯'¸'³~´ð¯« 3 ÑQµ®Q¸²7«;¨·©;ß©;¹S³SÎy¸'«;¨·¯NÏÐ®Qµ­¯'µ«¯'³HÒ³H¨³ ã ¹S«ﬂ²=¥§µ m Èé·«VµË;¨¸'¹~´t¥0´ð«o¨m´
³S¦6´Ëoµ«;¨¨¥§¦6´å¯'¥§¦'¨ﬂ¹+¥
Í
«;¨¸'µ­«U® âé·®Qµ³9«;´ ﬂg®Q¨¨­³S¦Å®Q¦6´ﬂ©;®Q¦
ê
«o©´k¸'µ­Ë¯=¥§¦'¨ ${í]÷
&
Î¸«U¹S«o¨ﬂÑ§µ®Q¸'²2«o¨·¯'¸
´t¥0¨V¯'«¨¥
ã
¹H«ä¥?ß6¥0¦y´U¥§¸
Í
®Q³S¦'¨g´kµ­®Q³S¨ÑQµ­®Q¸'²2«o¨V©ß©o¹S³HÎy¸'«o¨T¨­®Q¦6´Tµ¥§µ«;¨o¶
Í
Ó
Í
«¨³Þ®Q¦¬©o®§¦'¦=¥)}H´T¯'Ë
ê
{
¯'«£¦®
Íã
µ­«o¸'¨­«o¨Ø×¥
Í
³S¹H¹S«o¨¯'«ªÑQµk¥§²±'«o¨Îy¸'³·®Q¦6´.©o«´´k«ª²'µ®Q²µ³SË´kË;¨o¶ï©;®
ÍÍ
«M¹+¥ÖÑ§µ³S¹H¹S«0¶C¹S«ªÑ§µk¥§²'±«
 QÙ
ó«;©;´k³H®Q¦
± 	 ­	µ)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$&E	
)(*$ﬁ+(ﬁﬀ)ﬃ,
©o®
Í
²'¹H«;´ﬂ®§¸Ö«;¦'©o®Qµ­«¹S«UÑQµ¥§²'±'«
ã
³H²=¥§µm´k³N©;®
Í
²¹S«;´ÕõÒQ®§³Sµ ${íQí
&+Ü
È
i
¦Å¨oÏÐ³S¦6´kË;µ«;¨¨«¥§¸à©?¥§¨g¯'³~Ê9Ë;µ«o¦6´¨
¯'«©o«;¸àâ¯'Ë
ê
{.´µk¥§³~´kË;¨ﬂÎ¸«¨­®Q¦6´å¹H«o¨g©?¥0¨
m = 2t
«;´
m = 3t
È
ó®Q³~´
m ≥ 2 ¶®Q¦£¯'Ë;¦'®§´k« pi(m) ¹+¥²'¹S¸¨·²2«;´k³~´k«²7Ë;µ³H®¯'«å¨­´µ³S©´k« Í «;¦y´ð²2®Q¨³~´k³HÒ§«V¯'«å¹+¥¨¸'³~´k«V¯«o¨
Ò0¥§¹S«;¸'µ¨ﬂ¯«
(ρn)n≥0
Í
®¯¸'¹S®
m
È
i
¦â¥äÒ¸âÎ¸«¹H«o¨`²µ«
Í
³SÔ;µ«;¨`Ò§¥0¹S«o¸µ¨ﬂ¯'«
ρn
{.²=¥0µ­´k³Hµ·¯'«
0
¨­®Q¦6´
1, 0, 0, 1, . . .
È~»¥§³H¨
ρn
¨­¸'³H´ð¸'¦'«V¹S®Q³E¯'«åµËo©;¸'µµ­«o¦'©;«U¯NÏÐ®Qµ¯'µ­«
2
Î¸³9«o¨m´`Ò0¥§¹+¥
ã
¹S«
Í
®¯'¸¹S®
m
ÈV³H¦'¨³
ρn+1 = ρn+2 = 0
Í
®¯'¸'¹S®
m
¶=¨³C«;´¨­«o¸'¹H«
Í
«o¦6´¨³
pi(m)
¯'³HÒ³S¨­«
n
È
é·¹+¥0³Sµ«
Í
«;¦6´?¶J¨³
m
«´
n
¨­®Q¦6´¯'«o¸à«;¦y´³S«;µ¨ç²'µ­«
Í
³S«;µ¨ï«;¦6´kµ«ﬂ«;¸à7¶
pi(mn)
¨oÏÐ«à²'µ³
Í
«·¨®Q¸'¨ï¹+¥åØõ®Qµ
Í
«
pi(mn) = ppcm(pi(m), pi(n))
ÈC«o¨Ò§¥0¹S«o¸µ¨Î¸«ä²'µ­«o¦'¯
pi
¨¸'µå¹S«;¨å¦'®
Íã
µ«;¨V²'µ­«
Í
³S«;µ¨g«;´V¨¸'µå¹S«o¨
²'¸'³H¨¨¥§¦'©o«;¨å¯«¦®
Íã
µ­«o¨g²'µ«
Í
³H«oµ­¨ﬂ¨®Q¦6´¯'®Q¦'©²=¥0µ­´k³H©o¸'¹H³SÔ;µ«
Í
«o¦6´ﬂ³H¦6´kËoµ­«o¨­¨k¥§¦6´k«;¨oÈ
− o −
ó®Q³~´
p > 3
¸'¦¦'®
Íã
µ«.²'µ­«
Í
³S«oµ;È
i
¦©t±'«oµ­©t±'«6{¨¥]Ò§®Q³SµU¨­³
ρp+1 ≡ ρp+2 ≡ 0 [p] ÈÞó³ï®Q¦¨«
²'¹S¥§©o«U¨­¸'µ
Fp
¶®Q¦Ö²2«o¸´åµ­«oÑ6¥0µ¯'«;µﬂ¹ÏÐËoÎy¸=¥0´³S®Q¦Å©?¥0µk¥§©´kËoµ­³S¨m´k³SÎy¸'«U¯Ë;æ=¦'³H¨¨¥§¦6´V¹S¥¨¸'³~´k«
(ρn)n≥0
á
r2 − 4r + 1 ≡ 0 [p].
C«o¨U¨­®Q¹S¸´³S®Q¦¨T¯'«.©o«´´«.ËoÎy¸=¥0´³S®Q¦4¨­®Q¦6´´®Q¸
ê
®Q¸µ¨T¹H«o¨
Í
Ó
Í
«o¨o¶
Í
¥0³S¨
Í
®¯'¸'¹S®
p
È
i
¦²2«o¸´¥§¹H®Qµ¨
²'µ­Ëo©o³H¨Ë
Í
«;¦y´g´µ®Q¸Ò§«oµ¸'¦
Í
¸'¹~´k³S²¹S«V¯«
pi(p)
¶
Í
¥0³S¨`®Q¦â¥
ã
«;¨®Q³H¦Å¯'¸Ö¨mß
Íã
®§¹S«U¯'«9C«oÑQ«;¦'¯'µ­«§È
C«oÑQ«;¦'¯'µ«¥³H¦6ÒQ«o¦6´ËU¸'¦¨­ß
Íã
®Q¹S«V²7®Q¸µ·¦'®§´«oµ`¨­³
q 6= 0 «o¨­´`¸'¦µË;¨³S¯¸Î¸'¥§¯'µk¥A´k³SÎy¸'« Í ®¯'¸'¹S®
p

 
À
 
¸'¦Ö©o¥§µµ­Ë¯'«
Fp
È
i
¦â¦'®§´«á
(
q
p
)
= 1
¨­³
q
«o¨m´å¸¦Öµ­Ëo¨³H¯'¸âÎ¸'¥§¯'µk¥A´k³SÎy¸'«
Í
®¯¸'¹S®
p
¶
«;´
(
q
p
)
= −1 ¨³ q «;¨­´¸'¦âµË;¨³S¯¸Ö¦'®§¦j%Îy¸=¥§¯µk¥0´³SÎy¸'« Í ®¯'¸¹S® p È
É¦Ø×¥0³H´?¶o²=¥§µC¹+¥ﬂ¹H®Q³§¯'«#µ­Ëo©o³H²'µ®©o³~´kËÎy¸=¥§¯µk¥0´³SÎy¸'«#¯'«  ¥0¸'¨¨;¶A¨¥?ÒQ®Q³HµC¨³
q
«o¨m´Þ¸'¦µ­Ëo¨­³S¯'¸Îy¸=¥§¯'µ¥0´k³HÎ¸«
Í
®¯'¸¹S®
p
µ«Ò³S«o¦6´+{.¨k¥?ÒQ®§³Sµg¨³
p
«o¨m´V¸¦Öµ­Ëo¨³H¯'¸ÅÎy¸=¥§¯'µ¥0´k³HÎ¸«
Í
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q
á
d
muk%vyxz  3 ºu&q 7K%­m oq r­u oq stm  8;7r8s­q K 7K 8 2" ":%
p
ÀÂ
q
Ä]½k=ÂÁÀtÄ¿2¼kÀ

HÀ¼kÄW V¿Ãý¼kÄÁSÄÂ,  ÂõÄ

Ã§ÇS½A¼kÄd£
(
q
p
)(
p
q
)
= (−1) q−12 p−12 .
ó¥?ÒQ®§³Sµﬂ¨³
3
«;¨­´¸'¦â©?¥§µ­µË¯'«
Fp
µ«Ò³S«o¦6´¯'®Q¦©P{.¨¥]Ò§®Q³Sµg¨­³
p
«o¨­´¸'¦â©?¥0µµË¯'«
F3
á
(
3
p
)
= (−1) p−12
(p
3
)
.
i
µﬂ³S¹N¦9ÏÐßÅ¥IÎy¸NÏÐ¸'¦Ö©o¥§µµ­Ë¦'®Q¦â¦¸¹C¯=¥§¦'¨
F3
á©§ÏÐ«o¨­´
1
È
i
¦Ö¥.¯'®Q¦'©¹H«UµËo¨­¸'¹H´k¥0´g¨¸³HÒ0¥§¦6´á
 ] vyx,z  ½A¾¼
p > 3
¿2¼kÀHÀ¼

½kÃ;£
(
3
p
)
= 1⇔
{
p ≡ 1 [3] ÀÂ p ≡ 1 [4],
p ≡ 2 [3] ÀÂ p ≡ 3 [4].
É¦MØ×¥§³~´?¶Q®§¦£¥¸'¦'««à²'µ«;¨¨­³S®Q¦£¯«
ρp
¯=¥§¦'¨
Fp
Îy¸'«o¹2Îy¸'«V¨­®Q³H´#¹H«g¨­ß
Íã
®Q¹S«g¯'«+C«oÑQ«;¦'¯'µ«å¯'«
3
¥?Ò§«o©
p
È
i
¦Åµk¥0²'²7«;¹S¹H«TÎy¸'«²2®Q¸'µ
n ≥ 0 ¶ ρn «;¨­´å¯'«¹+¥äØõ®Qµ Í « λαn + µβn − 12
Õ×©ØbÈ

Î¸'¥0´k³H®Q¦ÕÙÈìÙÈÐÛ
ÜÜ
È
 §÷
 
	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 ó³
(
3
p
)
= 1
¶E¥§¹S®§µ¨
αp = α [p]
«´
βp = β [p]
È
 ó³
(
3
p
)
= −1 ¶E¥§¹S®Qµ­¨ αp = β [p] «´ βp = α [p] È
Ý%¹«o¨m´T¥§¹H®Qµ¨ﬂ³
ÍMÍ
Ëo¯³+¥0´·Î¸«¯=¥0¦'¨å¹H«²'µ«
Í
³H«oµﬂ©?¥0¨o¶
ρp = ρ1 [p]
«´
ρp+1 = ρ2 [p]
È
i
¦Ö²2«o¸´T¥§¹H®Qµ¨
¯'³Hµ«·Îy¸'«
pi(p)
¯'³~Ò³H¨«
p−1 È§¤V¥§¦'¨ç¹H«·¨«;©o®Q¦¯©o¥§¨o¶0®Q¦©;® ÍMÍ «o¦©o«·²'¥§µçµ« Í ¥0µÎy¸'«oµùÎy¸'« α «´ β ¨®Q¦6´
³S¦6Ò§«oµ¨­«o¨ﬂ¹ëÏÚ¸'¦M¯'«T¹ëÏì¥§¸´kµ«0ÈÉ#¦«Ê9«´?¶¹S«å©o®« ©o³H«o¦6´ﬂ©o®§¦'¨­´k¥§¦6´`¯'«T¹ëÏÚË;Îy¸=¥0´k³H®Q¦ª©o¥§µk¥0©;´kË;µ³H¨­´k³HÎy¸'«åÒ0¥§¸´
1
È
i
¦M²7«;¸´`¥0¹S®Qµ­¨µ­«oÑ6¥0µ¯'«;µ¹S¥Ò0¥§¹H«o¸'µ#¯'«
ρp+1
á
ρp+1 ≡ λαpα+µβpβ− 12 ≡ λβα+µαβ− 12 ≡
λ+ µ− 1
2
≡ ρ0 [p] ÈE¤V« Í Ó Í «U®§¦â´µ®Q¸Ò§« ρp+2 = ρ1 [p] ¶=«´å¯®Q¦'© pi(p) ¯'³HÒ³S¨­« p+ 1 È i ¦Å²2«o¸´
¯'®Q¦©Ë;©oµ­³Sµ«U©;«µ­Ëo¨­¸'¹H´k¥0´á
9ku! Au#"q s­q!up vyx,z g½A¾¼
p > 3
¿2¼kÀHÀ¼

pi(p)
Á tSÄ]À
p− 1 ½A¾ p+ 1  
¤T¥§¦¨´®Q¸'¨¹S«o¨©o¥§¨o¶
pi(p)
¯'³~Ò³H¨«
p2 − 1 ÈÉ#¦²=¥§µm´k³S©;¸'¹S³H«oµ;¶9©o«;¹+¥Å³ Í ²'¹S³HÎy¸'«Îy¸'« p ¦9ÏÚ«;¨­´²=¥§¨¸'¦'«
²2Ëoµ³H®¯«²2®Q¸'µ¹+¥Å¨¸³H´k«I¯'«;¨Ò0¥§¹H«o¸'µ­¨¯'«
(ρn)n≥0
Í
®¯'¸¹S®
p
È
i
¦µ­«;´µ®Q¸Ò§«¥§³H¦'¨³¹H«IØ×¥0³H´Îy¸'«ª¹S¥
Øõ®Qµ
Í
«U¦'®§µ
Í
¥§¹S«å¯'«ó
Í
³~´k±¯'«
Dp
¥0¯
Í
«´g¨«;¸'¹S«
Í
«;¦y´¯'«;¸àâ¨®§¸'¨^j ÑQµ®Q¸²7«;¨¦®Q¦´kµ³~Ò³+¥§¸à7È
− o −
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φ(m)
¹+¥ﬂ²'¹S¸¨Þ²2«;´³H´«²2Ëoµ­³S®¯'«²2®Q¨³~´k³HÒ§«¦'®Q¦¦y¸'¹S¹H«¯«¹S¥ﬂ¨¸'³~´k«#¯'«o¨Ò0¥§¹S«;¸'µ¨¯'«
(ρn)n≥0
Í
®¯'¸¹S®
m
Îy¸'³N«;¨­´¥§¸'¨­¨³C¸'¦
Í
¸¹H´k³H²'¹S«¯'«
m
¶©§ÏÐ«o¨­´^j¾{kj ¯'³Sµ­«
φ(m) := ppcm(pi(m), m)
È
i
¦²2«o¸´
µ«
Í
¥0µÎy¸'«oµªÎ¸«4¨³
m
«;´
n
¨®Q¦6´²'µ­«
Í
³S«;µ¨£«;¦y´µ«4«;¸à7¶ﬂ¥§¹S®§µ¨
φ(mn) = ppcm(φ(n), φ(m))
È
¤V«'|¹S¸¨o¶ç²=¥0µ¹+¥»²µ®Q²2®Q¨³~´k³H®Q¦Ì²'µ­Ëo©;Ëo¯'«;¦y´«§¶#¨³
p > 3
«o¨m´I¸'¦¦'®
Íã
µ«²'µ­«
Í
³S«oµ;¶ù®§¦è¥
φ(p) =
p
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p−
(
3
p
))
¶'©o¥§µ
pi(p)
¯'³HÒ³S¨­«
(
p−
(
3
p
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È
é·«o¨µ«
Í
¥§µ­Îy¸'«o¨g¦'®Q¸¨²2«oµ
Í
«´´«o¦6´«o¦æ=¦Ö¯NÏÐËo¦'®Q¦©o«oµ¹+¥²µ®Q²2®Q¨³~´k³H®Q¦£¨¸³HÒ0¥§¦6´k«Iá
9ku! Au#"q s­q!up vyx,z   %N½kýÂ
m
¾ÌÀ=ÂÀ¼äÀÂ P3m
ÇµiÀÄ]ÀÆoÇSÀÁÀtÄ

Ã Â%À¾¼tÄﬂ¿2¼kÀHÀ¼kÄÁÀ
m
ÄÂ×¼ﬀ

Â%ÀªÀ=Â¿2Ç\¾6Äåº§¼­Ã2ÁAÄPo¾=À
3
£
P3m = {p ∈ P, p > 3, p|m}.
,
ÇS½A¼kÄ+ýÇCÀ4' SÄÂ%À
n
¿2Ç\¾yÄ¿=ÀÂ,ýÂ]o¾EÀ
4m3 ·∏p∈P3m (p− (3p)) ÂbÀÇo¾=ÀVÇ~Ã  ½A¼ªÀ 9½A¼Ã§ÇSÀUÁÀ %HýÂ *
Á§¾.º§¼k½A¾]¿=ÀÁ§¾MÂ ÃAÄTÁÀgÄoÃ6ÆoÇSÀgÄ¾¼ Dn ÀtÄÂïÇSÀ#¿2¼k½oÁ§¾ýÂÁÀ 3 º§¼t½A¾]¿=ÀtÄ  Ç,o¾=ÀtÄTÁ½k=ÂïÇSÀtÄ½A¼­Á§¼kÀtÄÄ]½k=Â
Á tSÄ×ÆoÇSÀtÄ·¿Ã§¼
m  
ﬁ ª½kÄÂ×¼­Ã§Â½kE£;|ù®§¸'µ
n = 2i
¶y¹S«g©o®« ©;³S«o¦6´
S11
¯'«V¹S¥Øõ®Qµ
Í
«g¦'®§µ
Í
¥§¹S«g¯'«Tó
Í
³~´k±I¯'« Sn Ò0¥§¸´
(n, ki)
¨³
i
«o¨m´U³
Í
²=¥§³Hµﬂ«;´
(n, ki)/2
¨³
i
«o¨m´T²=¥§³HµoÈ
i
¦¬©t±'«oµ­©t±'«.¯'®Q¦©H{´µ®Q¸Ò§«oµT¸¦4«o¦6´k³H«oµ
i
´k«;¹
Îy¸'«
m
¯'³~Ò³S¨«
2i
«;´
ki
È|ï¥0µ¹ëÏÚË;Îy¸=¥0´k³H®Q¦
6k2i = ρ
2
2i+1 + ρ
2
2i+2 − 4ρ2i+1ρ2i+2,
®Q¦Å¯'Ë;¯'¸'³H´`Î¸«
2m
¯'³HÒ³S¨­«
kφ(2m)
2
È=É¦Å«;Ê7«;´g¨³
i = φ(2m)
2
¶'¥§¹H®Qµ¨
ρ2i+1
«´
ρ2i+2
Ò§¥0¹S«o¦6´
0 Í
®¯'¸'¹S®
2m
È
i
¦¬²2«o¸´U¯®Q¦'©äË;©oµ­³Sµ«
ρ2i+1 = 2ma
«;´
ρ2i+2 = 2mb
¶9©;«Îy¸'³ù¦®Q¸'¨T¯'®§¦'¦'«²=¥0µV¹ÏÐËoÎy¸=¥A´k³S®§¦
²'µ­Ëo©oË;¯'«o¦6´«ªá
6k2i = (2m)
2(a2 + b2 − 4ab).
i
µ#©o®
ÍÍ
«
6
¦«©;®Q¦6´k³H«o¦6´ð¥§¸'©o¸¦ª©?¥0µµË0¶6³S¹'«;¨­´ð³
ÍÍ
Ë;¯'³+¥A´ïÎy¸'«
(2m)2
¯'³~Ò³S¨«
k2i
¶6©§ÏÐ«o¨­´^j¾{kj ¯'³Sµ­«gÎ¸«
2m
¯'³HÒ³H¨«
ki
¨³
i = φ(2m)
2
È
 0Û
ó«;©;´k³H®Q¦
± 	 ­	µ)9$& $&E	
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ó®Q³~´
n := φ(2m)
¶=¥0¹S®Qµ­¨
m
¯'³~Ò³S¨«
n
¶=©?¥0µ
2m
¯'³HÒ³S¨­«
n
È
i
¦Å²7®§¨«
n = 2i
È
i
¦»¥Ò¸ÅÎy¸'«
2m
¯'³~Ò³H¨«
ki
È2¤V®Q¦©ä¨³
i
«o¨m´T²=¥§³Hµo¶=®Q¦»¥
ã
³S«o¦
m
Îy¸'³Þ¯'³HÒ³S¨­«
(n, ki)/2
¶=«;´å¨³
i
«;¨­´V³
Í
²=¥§³Sµ;¶
m
¯'³HÒ³S¨­«
ã
³H«o¦
(n, ki)
È
C«²µ®
ã
¹HÔ
Í
«UµË;¨³S¯««;¦âØ×¥0³H´ﬂ¯=¥0¦'¨g¹S«©?¥§¹H©o¸'¹9«;Ê7«o©;´³HØù¯'«
n
È2ó®§³H´
m = 2r1 · 3r2 ·∏p∈P3m pr ¹+¥
¯'Ë;©o®
Í
²7®§¨³H´³S®Q¦ª¯'«
m
«o¦ÅØ×¥§©´k«o¸µ¨g²'µ«
Í
³H«oµ­¨Õë¥?ÒQ«;©
r1, r2 ≥ 0 Ü Èﬁ|ï¥§µg¹S«;¨ﬂ²'µ®§²'µ³HË;´kË;¨ Í ¸'¹H´³S²'¹H³S©o¥kj
´k³~ÒQ«;¨å¯'«
φ
¶=®Q¦»¥
ã
«o¨­®Q³S¦Ö¯'«¨k¥?ÒQ®Q³Hµå©o¥§¹S©;¸'¹S«;µ
φ
¸¦'³SÎy¸'«
Í
«;¦y´å«o¦
pr
²7®Q¸µ´®Q¸´
p ∈ P È i ¦â²7«;¸´
Í
®Q¦6´kµ«;µﬂ²=¥§µgµË;©o¸'µ­µ«;¦'©o«Îy¸'«
φ(2t) = 2t
²7®Q¸µ
t ≥ 2 «;´ φ(3t) = 2 · 3t È
|ù®Q¸µ
p > 3
²'µ­«
Í
³S«oµ;¶6®Q¦²7«;¸´ðØ×¥0©o³S¹H«
Í
«o¦6´#©?¥0¹S©o¸¹S«oµ#¸'¦«
ã
®Q¦'¦'«
ã
®Qµ¦'«¨¸²7Ë;µ³S«;¸'µ«¯'«
φ(pr)
È
Ý%¹çØ×¥§¸´¯NÏÚ¥
ã
®Qµ¯ôµ«
Í
¥0µÎy¸'«oµÎy¸'«
φ(pt) ≤ p3φ(pt−1) ²2®Q¸'µ t ≥ 2 ÈÉ¦ô«;Ê7«;´o¶Þ¹H«o¨UÒ0¥§¹S«;¸'µ¨U¯«M¹S¥
¨¸³H´k«
ρj
Í
®¯¸'¹S®
pt−1
²7®§¸'µ
j
«;´
j + 1
Ò0¥§¹H«o¦6´
rpt−1
¥]Ò§«o©
0 ≤ r ≤ p − 1 Îy¸=¥§¦¯ j «;¨­´.¯'«
¹+¥Øõ®Qµ
Í
«
j = lpφ(pt−1) + 1
ÈCó³ï®Q¦4µ­«oÑ6¥§µ­¯'«.¹S«;¨T³S¦¯'³S©;«o¨
j
²'¹H¸'¨T²2«;´k³~´k¨TÎy¸'«
p3φ(pt−1) + 1
¶7®Q¦
²=¥§µ­©o®Q¸µ­´
p2 + 1
©o®Q¸'²¹S«o¨V¯'«Ò0¥§¹S«;¸'µ¨T²2®Q¸'µ
(ρj, ρj+1)
Èy|ù¥§µU¹S«²'µ³H¦'©o³H²7«¯«.¤V³Sµ­³S©t±'¹H«;´o¶7®Q¦4²2«o¸´
´kµ­®Q¸Ò§«oµ¸'¦ª©;®Q¸'²'¹H«å¯'«gÒ0¥§¹S«;¸'µ¨
(r1p
t−1, r2pt−1)
Î¸³7¥0²'²=¥§µ¥§³S¨­¨«o¦6´ð²7®§¸'µ#¯'«o¸àM©;®Q¸'²'¹H«o¨¯NÏÚ³H¦'¯'³H©o«o¨
¯'³~Ê9Ë;µ«o¦6´¨
(j, j + 1)
«´
(j ′, j ′ + 1)
¯'«;¨ﬂØõ®Qµ
Í
«o¨ﬂ¯'®§¦'¦'Ëo«;¨V²'¹H¸'¨ﬂ±=¥§¸´å¯'¥§¦'¨g¹+¥¨­¸'³H´«
ρj
È
i
¦â²2«o¸´
¥§¹H®Qµ¨
Í
®Q¦6´kµ«;µgÎ¸«
ρj
«o¦
(j − j ′ + 1, j − j ′ + 2) Ò0¥§¸´ (0, 0) ¨³ j > j ′ È&~»¥§³H¨ pφ(pt−1) ¯'³~Ò³S¨«
j − j ′ ¶©0ÏÚ«;¨­´^j¾{kj ¯'³Sµ­« pt ¯'³~Ò³S¨« j − j ′ È'¤V«U²¹S¸'¨ j − j ′ ≤ p3φ(pt−1) ¶¯NÏÐ® £¹S¥äµ« Í ¥0µÎy¸'«VØ×¥§³~´k«å²'¹S¸'¨
±=¥§¸´?È `¥³
Í
²'¹S³HÎ¸«¯³Sµ«;©;´«
Í
«o¦6´`Îy¸'«
φ(pt) ≤ p3t
(
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(
3
p
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¶Îy¸'³9µ­«o¨­´«VÒ0¥§¹+¥
ã
¹S«gÎy¸=¥§¦'¯
t = 1
È
|ï¥0µ©;®Q¦'¨­ËoÎy¸'«o¦6´
4m3 ·∏p∈P3m (p− ( 3p)) «;¨­´å²'¹S¸'¨ﬂÑ§µk¥§¦'¯ÅÎy¸'« n È 
Ý%¹'«o¨m´©o¹S¥§³SµÞÎy¸NÏÐ³S¹«Rà³S¨­´«ﬂ¸'¦'«ﬂ³H¦æ=¦'³~´kË¯'«ﬂ¦'®
Íã
µ«o¨
n
Î¸³®Q¦6´¹H«o¨ç²'µ­®Q²'µ­³SË;´Ëo¨çË;¦'®Q¦'©;Ëo«;¨¯'¥§¦'¨¹+¥
|µ®Q²2®Q¨­³H´k³H®Q¦âÙÈ~í  ²=¥§ÑQ«²'µ­Ëo©;Ëo¯'«;¦y´«§ÈÞ¥.©;®Q¦
ê
«o©´k¸'µ­«¨­¸'³HÒ0¥§¦6´«¯®Q¦'¦'«¸'¦'««à²'µ­«o¨¨­³S®Q¦Ö«à²'¹H³S©o³~´k«
¯'«¹ÏÐ¸'¦Å¯NÏÐ«o¸àôá
 
u&p s K­ vyx,z %N½kýÂ
m
¾À=Â,À¼ôÀÂ P3m
ÇµiÀÄ]ÀÆoÇSÀ»ÁÀtÄ

Ã ÂbÀ¾¼kÄ¿2¼kÀHÀ¼kÄ¬ÁÀ
m
¿2Ç\¾6Ä
º§¼­Ã2ÁAÄo¾=À
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%
n := 4m · lcmp∈P3m
(
p−
(
3
p
))
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Ã§ÇS½A¼kÄÖÇ~Ã

½A¼ªÀF9½A¼Ã§ÇSÀÁÀ %HýÂ * Á§¾
º§¼k½A¾J¿=ÀäÁ§¾âÂÃAÄäÁÀTÄoÃ6ÆoÇSÀTÄ¾¼ Dn ÀtÄÂðÇSÀﬂ¿2¼k½oÁ§¾ýÂ`ÁÀ 3 º§¼k½A¾J¿=ÀtÄ= Ç,o¾EÀtÄäÀÂ m Á tSÄ]ÀÇµi½A¼­Á§¼kÀÁÀ
 *Ã ¾ÁriÀ¾'
 
é·«;´­´k«4©;®Q¦
ê
«o©´k¸'µ­«4«o¨m´Å³S¨¨­¸'«¬¯NÏÐ¸'¦'«4©;®Q¦
ê
«;©;´k¸µ«4¦=¥0´¸'µ«;¹S¹H«»¨¸µ¹+¥ôÒ0¥§¹H«o¸'µª¯'«
φ(pt)
ÈﬂÉ¦°«;Ê7«;´?¶
¹S«;¨I«à²7Ë;µ³
Í
«;¦y´k¥0´k³H®Q¦'¨I¦'®Q¸¨ª¥
Í
Ôo¦«o¦6´6{²2«o¦'¨­«oµªÎy¸'«
φ(pt) = ptpi(p)
²7®§¸'µ
p > 3
²'µ­«
Í
³S«oµ;È
ó®Q³~´
m = 2r1 · 3r2 ·∏p∈P3m pr ¹+¥M¯'Ëo©;® Í ²2®Q¨­³H´k³H®Q¦¬¯'« m «o¦4Ø×¥§©´k«o¸µ¨²'µ« Í ³H«oµ­¨IÕë¥?ÒQ«;© r1, r2 ≥
0
Ü
È
i
¦è¥
φ(2m) = lcmp∈P3m(φ(2
r1+1), φ(3r2), φ(pr))
¶ï¥]Ò§«o©
φ(1) := 1
Èé·«´´k«£Ò0¥§¹H«o¸'µ¯'³HÒ³H¨«
4m · lcmp∈P3m(pi(p))
«´g¯'®Q¦'©«;¹S¹S«U¯³HÒ³S¨­«¥§¸'¨¨­³
n
È
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Îy¸'«o¨m´k³H®Q¦Îy¸'³N¨®§¸'¹SÔÒQ«
ã
«?¥§¸©o®Q¸'²¯9ÏÚ³H¦y´Ëoµ­Ó;´?¶«o¦ÑQµ¥§¦'¯'«T²'¥§µ­´³S««o¦Åµk¥§³H¨®Q¦M¯'«U¨k¥¨m´kµ­¸'©;´¸'µ«U¥0¸´k®)j
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Í
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&
È ¦¯'«o¨²'µ­³S¦'©;³S²=¥§¸à
Í
®]ßQ«o¦¨¯«.©?¥§¹H©o¸'¹H«oµT©;«;´´«I©o®Q¦æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦4«o¨­´¹ëÏì¥0¹ j
ÑQ®Qµ­³H´±
Í
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Í
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Í
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Ü
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Í
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Í
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Í
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Í
²'¹H«à³H´Ë
¯'«¹ÏÚ¥§¹HÑQ®Qµ³~´k±
Í
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p× q ¶=¥§¹H®Qµ¨Uá
p2
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3
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(p+ 4q),
¨³
p ≤ q È=É¦»Ë;´¸'¯'³S¥§¦6´g©o«;´­´k«¨¸'³~´k«U¯'«©o®§¦æ=ÑQ¸'µ¥0´k³H®Q¦'¨;¶'¦'®Q¸'¨¥?ÒQ®§¦'¨å©;®Q¦'¨m´t¥0´ËÎy¸'«¹ÏÚ¥§¹HÑQ®Qµ³~´k± Í «
²=¥§¨­¨«Å²=¥§µ.¯«o¸àè²±=¥§¨«;¨I¯'³S¨m´k³S¦©;´k«;¨oÈ¤V¥§¦'¨I¹+¥»²µ«
Í
³SÔ;µ«¯'«©;«o¨I²'±=¥0¨«o¨;¶¹+¥»´k¥§³S¹H¹S«¯'«Å¹+¥»ÑQµ­³S¹H¹S«
©o®§¦'¨³H¯'Ëoµ­Ëo«¦'«¨«
Íäã
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¤
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ã
´«o¦y¸'«;¨oÈ
üå®Q¸¨V´k«;¦y´®Q¦'¨T³H©o³Þ¯NÏÐ³S¨®§¹S«oµ©o«´´«²'µ«
Í
³HÔoµ­«ä²'±=¥0¨««;¦4²'µË;¨«o¦6´k¥§¦6´¸'¦'««Rà´«o¦'¨­³S®Q¦4³H¦æ=¦'³H«¯«
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q← ChoisirSommetAleatoire(Mτ )  
Mτq ← (Mτ , q)  
uq ← Restriction(u,Mτq)  
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AlgoThermique(uq) = AlgoThermique(u′q)
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u1 = (0,−1, 2, 3, 1,−2) , u2 = (1,−4, 3, 3,−1,−1) «;´ u3 = (1,−4, 3, 5,−1,−1).
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i
¦è¥4¥0¹S®Qµ­¨
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È
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∑
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∑
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(n+ 1− l)n−lll−1 ¨³ 1 ≤ l ≤ n,
0
¨³
l > n.
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ê
®Q¸´«
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Ej
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Í
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Í
Ó
Í
«§¶²7®Q¸µ`´k®Q¸´
2
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(Ei, Ej)
¯NÏÐ¸'¦Ë´t¥0´¯'«.´«oµ
Í
³S¦'¥§³S¨­®Q¦
Ej
¯'«
A
¶N®Q¦¥
ê
®Q¸´k«.¸'¦¥§µ©IË´k³SÎy¸'«´kËI²=¥§µ
2/zu
¯'«¹ëÏÚË´t¥0´
Emi
¯'«
Am
Ò§«oµ¨¹ÏÐË;´k¥0´
Efj
¯'«
Af
¨³
Ei
«;¨­´¸'¦âË;´k¥0´¯'«U´kµk¥0¦'¨³~´k³S®§¦NÈ
É¦æ=¦N¶ç²2®Q¸'µ´k®Q¸´
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jb¥§µ­©M¯NÏÐË;´³SÎy¸'«´´k«
e
¨­®Qµ­´k¥§¦6´
(Ei, Ej)
¯NÏÐ¸'¦Ë´t¥0´ä¯'«ª´kµ¥§¦'¨­³H´k³H®Q¦Ì¯«
A
¶
®Q¦Ö¥
ê
®Q¸´«¸¦»¥§µ­©Ë;´k³HÎy¸'«;´Ë
e/z
¯'«¹ÏÐË;´k¥0´
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Ò§«oµ¨å¹ÏÐË;´k¥0´
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ã
¹SË
Í
¥0´³SÎy¸'«
®Q¸¦'®Q¦NÈïó³
Ei
«o¨m´¸'¦ Ë´t¥0´¯'«´kµk¥0¦'¨³~´k³S®§¦¦'®§¦ ²'µ®
ã
¹SË
Í
¥0´³SÎy¸'«.¯'«
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e
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Îy¸'³²2«oµ
Í
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¥§¸»´µk¥§¦¨¯'¸'©´k«;¸'µ¥§³S¦¨³Þ©oµË;Ë¯'«©;®
Í
²´k«;µV¹S«¦'®
Íäã
µ«¯«ä¹S«´´µ«o¨VÎ¸9ÏÚ®Q¦6´U¹H«o¨
Í
®§´¨VÎy¸'³ù¯'®Q¦'¦'«;¦6´
¸'¦
Í
®§¦ 
Í
«T¦'®Q¦â¦y¸'¹È
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E3
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Af
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¥§¸´®
Í
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¯'« A2 ¦«å¨­®Q¦6´·²'¹H¸'¨#æ=¦=¥§¸àâá Ed3
«;´
Ed4
¦«å¨­®Q¦6´
²'¹H¸'¨ﬂæ=¦=¥§¸à7ÈEÉ¦»µ­«;Ò0¥§¦'©t±«§¶E¹S«;¸'µ¨g©o®§²'³S«;¨ﬂ¯=¥§¦'¨
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¹S«U¨mß¨­´kÔ
Í
«á
Sd0 = zS
d
0 + zS
d
3 + zuS
m
3 ,
Sd3 = 2zS
d
3 + zS
d
4 + zS
′
3,
Sd4 = zS
d
3 + zS
d
4 + zuS
m
3 ,
S ′3 = zuS
m
3 ,
Sm3 = zuS
m
3 + zS
f
3 + zS
f
4 + 1,
Sf3 = 2zS
f
3 + zS
f
4 + 1,
Sf4 = zS
f
3 + zS
f
4 + 1.
¥¨­Ëoµ³H« S2(z, u) ²'µ®¯'¸'³~´k«²=¥§µ¹ÏÚ¥§¸´® Í ¥A´k«ﬂ«o¨m´`Ë;Ñ6¥§¹S«+{ Sd0
È
i
¦M²7«;¸´´kµ®§¸ÒQ«;µ`¹S«gµË;¨¸'¹S¥0´ð¯'³Sµ­«o©j
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Í
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Í
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Í
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Í
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Í
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4
²'µ«
Í
³HÔoµ«;¨gËoÎy¸=¥0´³S®Q¦'¨ﬂ¯®Q¦'¦'«Iá
 (1− z) −z 0 zu0 (1− 2z) −z z2u
0 −z (1− z) zu
 .
ÏÚ«Rà²'µ«;¨¨³H®Q¦£¯'«
Sd0
«o¦ªØõ®§¦'©;´³S®Q¦¯'«
Sm3
«;¨­´ﬂ¥0¹S®Qµ­¨¹H«gÎ¸®§´k³H«o¦6´·¯«V¯'«;¸àM¯'Ë;´«oµ
Í
³S¦'¥§¦6´k¨«;´·Ò0¥§¸´Vá
Sd0 =
zu
(1− z)
(
(1− 2z)(1− z)− z2 + z(z(1− z) + z)
(1− 2z)(1− z)− z2
)
Sm3
=
zu
(1− z)
(
(1− z)(1− 2z + z2)
1− 3z + z2
)
Sm3
=
(
uz(1− z)2
z2 − 3z + 1
)
Sm3 .
C«¨®Q¸'¨¾j%¨mß¨m´kÔ
Í
«©o®Q¦¨­´k³~´k¸'Ë¯'«;¨
3
¯«oµ¦³SÔoµ­«o¨gËoÎy¸=¥A´k³S®§¦'¨g¯'®Q¦'¦'«Iá
 (1− zu) −z −z 10 (1− 2z) −z 1
0 −z (1− z) 1
 .
É¦Ö²'¥§µ­´³S©o¸¹S³S«;µo¶¹S«¯'Ë;´«oµ
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(1− zu)(z2 − 3z + 1) È;ﬂ«;¨­´k«9{I©?¥§¹H©o¸'¹H«oµ`¹H«U¯'Ë;´«oµ Í ³H¦=¥§¦6´g¨¸'³~Ò0¥§¦6´á
1 −z −z
1 (1− 2z) −z
1 −z (1− z)
=
1 0 0
1 (1− z) 0
1 0 1
= (1− z).
¤äÏÐ® Åæ=¦=¥§¹H«
Í
«o¦6´á
Sd0 =
uz(1− z)3
(1− zu)(z2 − 3z + 1)2 .
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send(b2) + send(b5) + send(b4) + send(b3) = (−4, 1, 1) = ∆q1.
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topp(b3) = send(b2) + send(b5) + send(b4) = (−3, 1, 1).
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ϕ = (ω, h), xi
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7Km 	 gs
ω′ := ω  
h′ := h + topp(ωi)  
ω′i := σ
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i
¦©t±'®Q³S¨­³H´Þ¸'¦'«©o®§¦æ=ÑQ¸'µ¥0´k³H®Q¦
ϕ0 = (ω0, h0)
Îy¸'«;¹S©o®§¦'Îy¸'«
Õ×©ØbÈ!<ï³SÑ§¸'µ«TÛÈ  ²=¥§Ñ§«¨­¸'³HÒ0¥§¦6´«
Ü
È!<=®Qµ
Í
«;¹S¹H«
Í
«o¦6´?¶
ϕ0
«o¨m´V¯'Ëæ=¦'³H«²'¥§µUá
{
ω0,1 = b3,
h0,1 = 0,
{
ω0,2 = b6,
h0,2 = 0,
{
ω0,3 = b8,
h0,3 = 0.
¥.©o®Q¦æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦
σ
¯'«¹S¥I©o¥§µ­´«¨«UØ×¥§©;´®Qµ³H¨«U«;¦á
σ = (b0, b1)︸ ︷︷ ︸
q
(b2, b5, b4, b3)︸ ︷︷ ︸
x1
(b6, b7)︸ ︷︷ ︸
x2
(b8, b9)︸ ︷︷ ︸
x3
,
«;´
στ
«;¦á
στ = (b0, b1) (b2, b3, b4, b5) (b6)(b7) (b8, b9).
íJûQû
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qx1
x2
x3
0
0
0
33
22
11
b0
b1b2
b3
b4
b5
b6
b7
b8
b9
  2Û'È   '~â®¯'Ô;¹S«¯'¸â²7®§³S¨¨­®Q¦Å«;´©o®§¦æ=ÑQ¸'µ¥0´k³H®Q¦
ϕ0 = (ω0, h0)
È
É¦Ì²=¥0µ­´k³H©o¸'¹H³S«;µo¶2«o¦Ì©t±'¥§Îy¸'«M¨­®
ÍÍ
«´µËoÑ§¸'¹S³H«oµ
xi
¶C¹S¥Å²2«oµ
Í
¸´k¥0´k³H®Q¦
στ
¨«¯'Ëo©;®
Í
²7®Q¨­«I«o¦
gi =
pgcd(τi, di)
©;ß©o¹H«o¨¯'«g¹H®Q¦'ÑQ¸'«;¸'µ
pi = ppcm(τi, di)/τi
Èo|ù¥§µ«à«
Í
²'¹H«§¶Q¹H«`¨®
ÍÍ
«;´
x1
¯'®Q¦'¦«
ã
³S«;¦
pgcd(3, 4) = 1
©;ß©;¹S«¯'«M¹H®Q¦'ÑQ¸«o¸'µ
ppcm(3, 4)/3 = 4
¶¹S«.¨­®
ÍÍ
«´
x2
¯'®Q¦'¦«
pgcd(2, 2) = 2
©;ß©;¹S«o¨ª¯'«¬¹S®§¦'ÑQ¸'«;¸'µ
ppcm(2, 2)/2 = 1
¶#«;´¹H«Ö¨­®
ÍÍ
«´
x3
¯'®Q¦¦'«
pgcd(1, 2) = 1
©ß©;¹S«¬¯«
¹S®§¦'ÑQ¸'«;¸'µ
ppcm(1, 2)/1 = 2
È
C«o¨I©;ß©o¹H«o¨I¯'«¹S¥¬²7«;µ
Í
¸´k¥0´k³H®Q¦
στ
¦®Q¸'¨I²7«;µ
Í
«;´­´k«o¦6´I¯'«¯Ë;´k«;µ
Í
³S¦'«;µ.¹S«;¨.©o®Q¦æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦'¨^j
¤
Ô;©t±'«o¨¨¸'©;©o«;¨¨³~ÒQ«;¨ä²2®Q¸'µU¹S«;¨U©o®Q¦æ=ÑQ¸'µ¥0´k³H®Q¦'¨
ϕn
ÈCÉ¦
x1
²=¥0µU«à«
Í
²'¹S«0¶N©o®
ÍMÍ
«
ω0,1 = b3
¶9¹S«o¨
Ò0¥§¹S«;¸'µ¨.¨­¸'³HÒ0¥§¦6´«o¨¨®Q¦6´
στ (b3) = b4
Õ×¥§²'µÔ;¨I¸'¦òË
ã
®§¸'¹S«
Í
«;¦y´I¯«
x1
Ü
¶
στ (b4) = b5
Õ×¥§²'µÔ;¨
2
Ë
ã
®Q¸'¹H«
Í
«o¦6´k¨V¯'«
x1
Ü
¶
στ (b5) = b2
Õë¥§²'µ­Ôo¨
3
Ë
ã
®§¸'¹S«
Í
«;¦y´¨T¯'«
x1
Ü
¶7«;´9{£¦'®§¸ÒQ«o¥§¸
στ (b2) = b3
Õë¥0²'µÔ;¨
4
Ë
ã
®Q¸'¹H«
Í
«o¦6´k¨T¯«
x1
Ü
Èg|Þ®Q¸'µT©;®Q¦'¦=¥)}H´kµ­«¹+¥ª©;®Q¦æ=Ñ§¸'µk¥0´³S®Q¦j%ÑQµ¥§³S¦N¶=³H¹ï¨­¸  I´¯NÏì¥
ê
®Q¸´k«;µT¹S«
ÒQ«;©;´«o¸'µ
topp
¯'¸
ã
µ³S¦Å©;®Q¸'µk¥0¦y´oÈ
V²'²¹S³SÎy¸'®§¦'¨`¹+¥d|#µ­®Q²2®Q¨³~´k³S®§¦ªÛ'ÈìÙ²=¥§Ñ§«T²'µË;©oË;¯'«o¦6´k«¥§¸¨­®
ÍÍ
«´`µË;ÑQ¸'¹H³S«oµ
x1
«;´{¹S¥ä©o®§¦æ=ÑQ¸j
µk¥A´k³S®§¦
ϕ  
®Q¦Å®
ã
´k³H«o¦6´á
ϕ0 =
{
ω0 = (b3, b6, b8)
h0 = (0, 0, 0)
1
→ ϕ1 =
{
ω1 = (b4, b6, b8)
h1 = (−3, 1, 1)
1
→
ϕ2 =
{
ω2 = (b5, b6, b8)
h2 = (−6, 1, 2)
1
→ ϕ3 =
{
ω3 = (b2, b6, b8)
h3 = (−9, 2, 2)
1
→
ϕ4 =
{
ω4 = (b3, b6, b8)
h4 = (−12, 3, 3)
1
→ ϕ5 =
{
ω5 = (b4, b6, b8)
h5 = (−15, 4, 4)
i
¦ô¥
h1 = topp(ω0,1) = topp(b3)
«;´
ω1,1 = σ
τ (ω0,1) = b4
¶
h2 = topp(ω1,1) = topp(b4)
«;´
ω2,1 = σ
τ (ω1,1) = b5
¶ðÀÂ ÈÞé·«;´­´k«I¨¸'³~´k«I¯NÏÐË
ã
®Q¸'¹H«
Í
«o¦6´k¨©o®§µµ«;¨²2®Q¦'¯{â¹S¥ <ï³SÑ§¸'µ«ÛÈìîÅ²=¥§ÑQ«
¨¸³HÒ0¥§¦6´k«0È
É¦
x2
«o¦òµ«Ò§¥0¦'©t±'«§¶©o®
ÍMÍ
«
τ2 = d2 = 2
¶¹S¥ô©;®Q¦æ=Ñ§¸'µk¥0´³S®Q¦j
¤
Ô;©t±'«Ö«;¦ ©;«»¨®
ÍMÍ
«;´«o¨m´
³S¦6Ò0¥§µ­³+¥§¦6´k«0È'é·«;¹+¥¨;ÏÚ«Rà²µ³
Í
«T²=¥0µ`¹S«Ø×¥§³H´·Î¸«T¹S«;¨`©;ß©o¹H«o¨ﬂ¯'«
στ
Îy¸'³N©o®§µµ«;¨²2®Q¦'¯'«;¦6´ {©o«U¨®
ÍMÍ
«;´
¨®§¦y´¯'«ª¹H®Q¦'ÑQ¸'«;¸'µ
1
ÈÞÝ%¹ß«o¦¥Ö¯'«o¸à á
(b6)
«;´
(b7)
ÈrV³H¦'¨³ë¶¹ÏÐË
ã
®Q¸'¹S«
Í
«;¦6´¯«
x2
{Ö²=¥0µ­´k³Hµ¯«
ϕ0
©;®Qµµ­«o¨­²7®Q¦¯ {¹ëÏì¥
ê
®§¸´¯'«
topp(b6) = (1,−2, 1) {¹S¥ô©;®Q¦æ=ÑQ¸µk¥0´³S®Q¦j ÑQµk¥0³S¦è«;´6{Ì¥§¸'©;¸'¦'«
Í
®¯'³~æ=©?¥A´k³S®§¦«o¦»©;«äÎy¸'³©o®§¦'©o«;µ¦'«¹+¥
¤
Ôo©t±'«£Õ
στ (b6) = b6
Ü
È9é·«;¹+¥I¨«²=¥§¨­¨«ä©;®
ÍÍ
«²2®Q¸'µg¹S«U´t¥0¨
¯'«¨k¥
ã
¹S«U¯=¥0¦'¨å©;«©?¥§¨;È 
− o −
íJû§ø
ó«o©;´³S®Q¦
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
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ϕ0 ϕ1
ϕ2 ϕ3
ϕ4 ϕ5
0
0
0
1
1
1
2
2
2
3
3
4
4
−3
−6 −9
−12 −15
3
3
33
3
3
2
22
2 2
2
11
11
1 1
 2Û'ÈÚî 

ã
®Q¸'¹H«
Í
«o¦6´k¨g¨­¸'©o©;«o¨¨­³HØõ¨¯'«
x1
È
 
rq ;8+1!p   7r  upgn  K8s­q!u&p2"  = 

"

´t¥§¦6´¬¯®Q¦'¦'Ë;«Ì¸'¦'«ô©o®§¦æ=ÑQ¸'µ¥0´k³H®Q¦N¶g®Q¦ ²7«;¸´»µ­«oÑ6¥0µ¯'«;µÖÎy¸'«;¹S¹S«;¨Ö¨­®Q¦6´¬¹H«o¨â©o®Q¦æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦'¨^j
¤
Ô;©t±'«o¨ÖÎ¸«¹ëÏÚ®Q¦ ²2«o¸´â®
ã
´k«o¦³Sµ«o¦ «;Ê7«o©´k¸=¥0¦y´Ö¯'«;¨ÖË
ã
®Q¸¹S«
Í
«o¦6´¨oÈﬂÝ%¹U¨«²2«o¸´âÎy¸'«ô©o«;µ­´t¥0³S¦'«;¨
¨®§³S«o¦6´.³
Í
²2®Q¨­¨³
ã
¹S«o¨P{»®
ã
´k«o¦³SµoÈçéVÏÚ«;¨­´I¹H«ª©?¥0¨²=¥§µ«Rà«
Í
²'¹S«£¨­³
τi = di > 1
²7®§¸'µä¸'¦è¨­®
ÍMÍ
«;´
µË;ÑQ¸'¹H³S«oµ
xi
¶2®Q¸Ö²'¹S¸'¨åÑQËo¦Ëoµk¥0¹S«
Í
«o¦6´å¨³
pgcd(τi, di) > 1
È7É¦»Ø×¥0³H´?¶E²2®Q¸'µ©o®
Í
²'µ­«o¦'¯'µ­«ä©;«äÎy¸'³ï¨­«
²=¥§¨­¨«0¶2³H¹N¨¸  ´¯'«¯'Ëæ=¦'³Hµﬂ¹+¥.µ«;¹+¥0´³S®Q¦£¯9ÏÚË;Î¸³HÒ0¥§¹S«;¦'©o«¨­¸'³HÒ0¥§¦6´k«¨­¸'µg¹S«o¨g©;®Q¦æ=ÑQ¸µk¥0´³S®Q¦'¨¾j
¤
Ô;©t±'«o¨á
l;monprq!stq,u&p Kx$ó®Q³~´
ω
«;´
ω′
¯'«o¸àÅ©o®Q¦æ=ÑQ¸'µ¥0´k³H®Q¦'¨^j
¤
Ôo©t±«o¨oÈ
i
¦Å¯'³~´`Îy¸'«
ω
«;´
ω′
¨®Q¦6´ µo¾ AÃ

ÇSÀ=Â%ÀtÄ¶«;´g®§¦â¦®§´k«
ω ∼ ω′ ¶'¨­³N²2®Q¸'µﬂ©t±=¥§Îy¸'«¨­® ÍMÍ «;´`µËoÑ§¸'¹S³H«oµ xi ³H¹9«à³H¨­´k«U¸¦â«;¦6´k³S«;µ ki ´k«o¹9Î¸«
ω′i = (σ
τ )ki(ωi)
È
C«o¨`©;®Q¦æ=ÑQ¸µk¥0´³S®Q¦'¨¾j
¤
Ô;©t±'«o¨
ω
«;´
ω′
¨®Q¦6´`¯®Q¦'©TË;Î¸³HÒ0¥§¹S«;¦6´k«o¨·¨³2«o¹S¹H«o¨ð©o®¯'«o¦6´ﬂ¯'«;¨`«o¦¨«
Íäã
¹S«;¨
¯'«
ã
µ­³S¦'¨·Î¸³C¥§²'²=¥0µ­´k³H«o¦'¦«o¦6´¥§¸à
Í
Ó
Í
«;¨`©;ß©;¹S«o¨g¯'«
στ
ÈÝ%¹9«o¨­´g©;¹+¥§³Hµ·Îy¸NÏÐ³S¹7¨oÏÚ¥§ÑQ³H´·¯NÏÐ¸'¦'«µ«;¹+¥0´³S®Q¦
¯NÏÐËoÎy¸'³~Ò§¥0¹S«o¦©o«Iá
 ¹S¥µË
¤
«à³HÒ³H´ËIá=Î¸«o¹CÎy¸'«¨®Q³~´
ω
¶
k = (0, . . . , 0)
Øõ®§¦'©;´³S®Q¦'¦«§¶
 ¹S¥¨­ß
Í
Ë´kµ­³S«Iá'¨³
ω ∼ ω′ ¥?ÒQ«o©¹S«TÒ§«o©´k«o¸µ k ¥§¹H®Qµ¨ −k ²7«;µ Í «;´g¯'« Í ®Q¦6´kµ«;µ ω′ ∼ ω ¶
 ¹S¥»´kµk¥0¦'¨³~´k³HÒ³~´kË¬áç¨­³
ω ∼ ω′ ¥]Ò§«o©â¹S«£Ò§«o©;´«o¸'µ k «;´ ω′ ∼ ω′′ ¥?ÒQ«;©Ö¹H«£ÒQ«o©´k«;¸'µ k′ ¶#¥§¹H®Qµ¨
ω ∼ ω′′ ¨« Í ®§¦y´µ«U«;¦Ö¸´³S¹H³S¨k¥0¦y´ k + k′ È
|ï¥§µå¹+¥N|µ®Q²2®Q¨³~´k³H®Q¦ÅÛ'È ÙI²=¥§ÑQ«íJûQû¶2¨­³
ω
«o¨m´T¸'¦'«©o®Q¦æ=ÑQ¸'µ¥0´k³H®Q¦j
¤
Ôo©t±'«0¶7¹H«o¨©o®Q¦æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦'¨^j
¤
Ô;©t±'«o¨UË;Î¸³HÒ0¥§¹S«;¦6´k«o¨{
ω
²2®Q¸'µ ∼ ¨®Q¦6´U«Rà'¥0©;´k« Í «;¦6´U¹S«;¨å©;®Q¦æ=ÑQ¸µk¥0´³S®Q¦'¨¾j ¤ Ô;©t±'«o¨VÎ¸«¹ÏÐ®Q¦â²7«;¸´
®
ã
´«o¦'³Hµ`«o¦Å«Ê9«;©;´k¸'¥§¦6´g¯'«o¨gË
ã
®Q¸'¹H«
Í
«o¦6´k¨Z{I²'¥§µ­´³Sµ·¯9ÏÚ¸'¦«U©o®Q¦æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦
(ω, h)
¶Îy¸'«;¹S¹S«VÎ¸«U¨®Q³~´
¹+¥©;®Q¦æ=Ñ§¸'µk¥0´³S®Q¦j%ÑQµ¥§³S¦
h
È
./g0 21! Kx 
i
¦Ìµ­«o²'µ­«o¦'¯ «;¦'©o®§µ«ª¹H«
Í
®¯'Ôo¹H«I¯'¸Ì²2®Q³S¨­¨®Q¦¯'Ë;Ò§«o¹H®Q²'²2Ëª¯=¥§¦¨¹H«o¨«à«
Í
²'¹S«;¨²µËo©;Ëo¯'«;¦6´k¨oÈ ·³S«;¦
¨µ¹H«o¨ﬂ©;®Q¦æ=ÑQ¸µk¥0´³S®Q¦'¨¾j
¤
Ô;©t±'«o¨
ω0
¶
ω1
¶
ω2
¶
ω3
¶ùÀÂ ¨®§¦y´g´®Q¸´k«;¨gËoÎy¸'³HÒ0¥§¹H«o¦6´k«;¨oÈEÉ¦âµ«;Ò0¥§¦©t±'«§¶E¨³
íJû 
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®Q¦4²2®Q¨«
ω′ = (b3, b7, b8)
¶N¥§¹H®Qµ¨
ω′
¦NÏÚ«;¨­´²'¹H¸'¨TËoÎy¸'³~Ò0¥§¹S«;¦y´«I¥§¸à¬¥§¸´µ«o¨;ÈÉ¦ô«Ê9«´?¶
(b7)
«o¨m´¸'¦
©;ß©;¹S«¯'«
στ
¶=«´¯'®Q¦'©³S¹7¦'«²7«;¸´²=¥§¨g«à³H¨­´k«;µg¯NÏÚ«;¦6´k³S«;µ
k2
¶'´k«o¹CÎy¸'«
(στ )k2(b7) = b6
È 
− o −
i
¦ ²2«o¸´Å©o¥§¹S©;¸'¹S«;µ¹+¥Ì´k¥§³S¹H¹S«â¯NÏÚ¸¦'«©o¹+¥0¨¨«¯'®§¦'¦'Ëo««´Ö¹H«4¦'®
Íã
µ«4¯'«©o¹S¥§¨¨­«o¨Å²2®Q¸'µ©o«´´«
µ«;¹+¥0´³S®Q¦ñ¯NÏÐËoÎy¸'³~Ò§¥0¹S«o¦©o«§È`ó³
xi
«o¨­´£¸'¦°¨®
ÍÍ
«;´MµËoÑ§¸'¹S³H«oµo¶#³H¹å«;¨­´¯'Ëæ=¦'³å²=¥§µ£¸'¦ ©;ß©o¹H«¬¯'«
σ
á
xi = (b1, . . . , di)
Èr¥â²2«oµ
Í
¸´k¥0´k³H®Q¦
στ
¥§¯
Í
«;´
gi = pgcd(τi, di)
©;ß©;¹S«o¨¯'³~Ê9Ë;µ«o¦6´¨«;¦
xi
Õ×©;ØbÈ
<ï³HÑQ¸'µ«VÛ'Èìú
Ü
¶=«;´g©t±'¥§©o¸'¦Ö¯NÏÐ«o¸àâ«;¨­´¯'«¹S®Q¦ÑQ¸'«o¸µ
pi = ppcm(τi, di)/τi
á
(b1, bτi+1, . . . , b(pi−1)τi+1) . . . (bgi , bτi+gi, . . . , b(pi−1)τi+gi),
® ¹H«o¨ä³H¦'¯'³H©o«o¨¨®Q¦6´/{¬©;®Q¦'¨­³S¯'Ë;µ«oµä¯=¥§¦'¨
Z/diZ
È
i
¦²7«;¸´I¥§¨­¨®©o³S«;µä¸'¦«£©o®Q¸¹S«o¸µ¯'³HÊ7Ëoµ­«o¦6´k«6{
xi
τi = 6
di = 9
=⇒ 3 ©;®Q¸'¹S«;¸'µ¨;È
  EÛ'ÈÚú ü®
Íã
µ­«U¯'«©o¹S¥§¨¨­«o¨¯'«
ã
µ³H¦'¨UÏÚË;Îy¸'³HÒ0¥§¹H«o¦6´k¨;Ï=«o¦
xi
È
©t±=¥§©;¸'¦â¯'«©o«o¨g©ß©;¹S«;¨o¶=¯'«;¸à
ã
µ³H¦'¨ﬂ¯NÏÐ¸'¦'«
Í
Ó
Í
«T©o®Q¸¹S«o¸µﬂË;´t¥0¦y´ÏÐËoÎy¸'³~Ò0¥§¹S«;¦y´¨oÏÞÕõ©;ØbÈ+<ï³HÑQ¸'µ­«TÛ'ÈÚú
Ü
È
V¸Åæ=¦=¥§¹ë¶'®Q¦â¥I¯'®Q¦'©Iá
9ku! Au#"q s­q!up Kx$&%·½kM¿=½]Ä]À
gi = pgcd(τi, di)
ÀÂ
pi = ppcm(τi, di)/τi 
Ã§ÇS½A¼kÄP£
 (
∏
xi 6=q gi)
ÀtÄÂðÇSÀW9½kÆo¼kÀÁÀ Ç~ÃAÄtÄ]ÀtÄÁr µo¾ AÃ§ÇSÀ tÀð¿=½A¾¼ ∼


ÀÂ
(
∏
xi 6=q pi)
ÀtÄÂðÇ~ÃÂ ÃýÇýÇSÀäÁÀ  *Ã ¾9ÀÁÀtÄ=Ç~ÃAÄtÄ]ÀtÄ
 
ﬁ ª½kÄÂ×¼­Ã§Â½k%£
É¦«Ê9«´?¶N¯'«;¸àô©o®§¦æ=ÑQ¸'µ¥0´k³H®Q¦'¨¾j
¤
Ô;©t±'«o¨¨®§¦y´Ë;Îy¸'³HÒ0¥§¹H«o¦6´k«;¨¨­³ç²2®Q¸'µT´k®§¸´¨®
ÍÍ
«;´Uµ­ËoÑQ¸'¹H³S«;µo¶
¹S«;¸'µ¨
ã
µ­³S¦'¨g¥0¯
ê
¥§©o«;¦6´k¨ {©;«¨®
ÍÍ
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V ¹ÏÐ³S¯Ë?¥§¹Þ«o¦'Ñ§«o¦'¯'µ­ËI²=¥§µT¹H«o¨T«;¦'¨« Íã ¹S«;¨ {xi, xi} Îy¸'«o¹Îy¸'«.¨­®Q³H´ xi È i ¦4²7«;¸´¥§¹H®Qµ¨å¯'Ë;æ=¦³SµT¸'¦«
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Í
Ó
Í
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s ≡ s′ ⇐⇒ ∀xi, occ(xi)− occ(xi) = occ′(xi)− occ′(xi).
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«à«
Í
²'¹H«Iá
shot(s) = {q, x1, x1, x2, x3, q, x1.x2, x2}.
ó³C®Q¦Åµ­«oÑ6¥§µ­¯'«¹+¥¨­ËoÎy¸'«o¦©o«
s′
¯'Ëæ=¦'³S«²=¥0µá
s′ = 〈x4, x1, x4, x3, x4, x2, x4〉,
¥§¹H®Qµ¨Uá
shot(s) = {x4, x1, x3, x4, x2, x4, x4}.
É¦Ö²'¥§µ­´³S©o¸¹S³S«;µo¶
s ≡ s′ È=É¦â«;Ê7«;´á
shot(s) ∇ shot(s′) = {q, x1, x2, x4, x4, q, x1, x2, x4, x4} ∈ V.
É¦Ö«Ê9«´?¶=¨­³C¹S«
Í
®¯'Ô;¹S«T©;®Q¦6´k³H«o¦6´
4
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ÍÍ
«´k¨ﬂµË;ÑQ¸'¹H³S«oµ­¨o¶¥§¹S®Qµ­¨Uá
V = {∅, {q, q}, {x1, x1}, {x2, x2}, {x3, x3}, {x4, x4}, {q, q, q, q}, {q, x1, q, x1}, . . .}.
i
¦Ö²2«o¸´¥§¹S®Qµ­¨`ÒQË;µ³Hæ'«oµg¹S«WC«
ÍÍ
«UÛ'È û²=¥0ÑQ«U²'µË;©oË;¯'«o¦6´k«Má
occ(q)− occ(q) = 1− 1 = 0− 0 = occ′(q)− occ′(q)
occ(x1)− occ(x1) = 2− 1 = 1− 0 = occ′(x1)− occ′(x1)
occ(x2)− occ(x2) = 1− 2 = 0− 1 = occ′(x2)− occ′(x2)
occ(x3)− occ(x3) = 1− 0 = 1− 0 = occ′(x3)− occ′(x3)
occ(x4)− occ(x4) = 0− 0 = 2− 2 = occ′(x4)− occ′(x4)
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Íã
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I ⊆ shotmin(s) È~»¥§³H¨o¶0¨³ s′ «;¨­´#¸'¦«¨­ËoÎy¸'«;¦'©o«åËoÎy¸'³HÒ0¥§¹H«o¦6´k«{ s ¶y¥§¹H®Qµ¨
shotmin(s) ⊆ shot(s′) ÈÉ#¦ª«;Ê7«;´?¶ shotmin(s) ∇ shot(s′) ∈ V Èﬁ~Ö¥§³S¨ð©o® ÍÍ « shotmin(s) /∈ V ¶
©o«;¹+¥ô¨³SÑ§¦'³Hæ=«âÎy¸'«
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É¦Å«;Ê7«;´?¶©o®
ÍÍ
« V «;¨­´g¸'¦Å³H¯'Ë?¥§¹7³S¦æ'¦'³¶¹ÏÐ«o¦'¨­« Íã ¹S«T¯'«¨­«o¨ﬂ²=¥§µm´k³H«o¨ﬂ®Qµ­¯'®Q¦'¦'ËU²'¥§µ`³S¦©o¹S¸¨³S®§¦£«o¨m´
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ÆoÇSÀTÁÀVÄ]ÀtÄÄ]½k

ªÀÂýÄ/ ÄÂ Ã6ÆoÇSÀtÄ
 6,
ÇS½A¼tÄ
s = 〈xip(1) , xip(2) , . . . , xip(m)〉
ÀtÄÂ¾9À.Ätµo¾=À tÀ  AÃ§Ç×ÁÀT¿=½A¾¼
ϕ

o¾=ÀÇýÇSÀ
o¾=ÀUÄ]½kýÂðÇ~Ã¿=À¼.¾Â Ã§Â,½k
p
ÁÀ
[1, m]  
ﬁ ª½kÄÂ×¼­Ã§Â½kF£'Þ¥¯'Ë
Í
®Q¦'¨m´kµ¥0´k³H®Q¦M«;¨­´ﬂ³
ÍMÍ
Ëo¯³+¥0´«§È T¸=¥§¦¯ª®Q¦£Ë
ã
®§¸'¹S«¸'¦£¯'«;¨`¨®
ÍMÍ
«;´¨
xik
¯'« I ¶7¸'¦¬¨® ÍMÍ «;´ xj 6= xik
µ«Mo®Q³~´T¸'¦4¦'®
Íã
µ«¯'«ÑQµ¥§³S¦¨å²2®Q¨³~´k³~Øç®Q¸4¦y¸'¹ëÈ9É¦4²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³S«oµ;¶=¨oÏÐ³S¹
Ë;´k¥§³H´³H¦'¨­´k¥
ã
¹S«¥?Ò0¥§¦6´ä¹ëÏÚË
ã
®§¸'¹S«
Í
«;¦y´¯«
xik
¶Þ¥§¹S®Qµ­¨³S¹¹S«Iµ­«o¨­´«£¥§²µÔo¨;Èùó³ I ′ «o¨m´ä¹ëÏÚ«;¦'¨« Íã ¹S«¯'«;¨
¨®
ÍMÍ
«;´¨ç³S¦'¨m´t¥
ã
¹S«o¨ù¯'«ﬂ¹+¥å©o®Q¦æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦.®
ã
´k«;¦y¸'«g¥§²'µ­Ëo¨¹ÏÐË
ã
®Q¸'¹H«
Í
«o¦6´ç¯«
xik
¶§¥§¹S®Qµ­¨ I \{xik} ⊆
I ′ È=¤äÏÐ® Ö¹S«Tµ­Ëo¨¸¹H´t¥A´?È 
ÞÒ0¥§¦6´Ö¯'«ôµ«o¯Ë;æ=¦'³HµÅ¹S«©o®Q¦©o«o²´¬¯'«µ«;¹+¥Aà¥0´³S®Q¦9¶`®Q¦ ¯'®Q³H´âÑQË;¦'Ëoµ¥§¹S³H¨«;µÅ¥§¸
Í
®¯'Ôo¹H«
¤
Ôo©t±'«j
±=¥§¸´k«o¸µ¹S¥H|µ®Q²2®Q¨³~´k³H®Q¦4íQÈìû.²'¥§ÑQ«÷Qúá
9ku! Au#"q s­q!up Kx,z 3 


us 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8ﬁp 

 " 3    : : ﬁÀ¾ ' Ã AÃ§Ç~Ã  *=ÀtÄ;o¾gÄ]½k=ÂSÄ

Ä¾=ÀtÄ»Ár ¾9ÀE)(ªÀ t½k¢ùº§¾¼­Ã§Â½k  ýÂ×Ã§ÇSÀ¬½k=ÂÇSÀE)(ªÀ£Ä *=½AÂ

Ä]ÀÂ
  
Ì¿Ã§¼RÂ,ﬀ¾ÇÀ¼

ÀÇýÇSÀtÄ4½k=Â
)(ªÀÂÃýÇýÇSÀ
 
ﬁ ª½kÄÂ×¼­Ã§Â½k%£
ó®Q³~´
ϕ
¸'¦'«©o®Q¦æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦Ö«´
s1
«´
s2
¯«o¸à»¥?Ò0¥§¹+¥§¦©t±'«o¨å¯'«
ϕ
È
i
¦Ö¨¸'²'²2®Q¨­«²=¥§µg¹ÏÚ¥
ã
¨­¸'µ¯«
Îy¸'«
shot(s1) 6= shot(s2) Ègó¥§¦'¨²2«oµ­´«¯'«4ÑQËo¦Ëoµk¥0¹S³H´Ë§¶ð®Q¦ ²7«;¸´Å¨¸'²²7®Q¨­«oµÅÎy¸NÏÐ³S¹T«Rà³H¨­´«4¸'¦
Ëo¹HË
Í
«o¦6´Î¸³`¥§²'²'¥§µk¥)}H´²'¹S¸'¨¨®§¸ÒQ«;¦y´I¯'¥§¦'¨
s1
Îy¸'«M¯=¥§¦'¨
s2
È=|ù¥§µ
Í
³#©o«;¨Ëo¹HË
Í
«o¦6´k¨;¶ù®Q¦©t±'®Q³H¨³H´
©o«;¹S¸'³¯'®Q¦6´¹ÏÐ®©;©o¸'µ­µ«o¦©o«g¨¸'µ­¦y¸
Í
Ë;µk¥§³Hµ«g¥§µ­µ³~ÒQ«ﬂ«o¦²'µ­«
Í
³S«oµ;È
i
¦I¦'®§´«¹H«`¨®
ÍMÍ
«;´#©;®Qµµ­«o¨²2®Q¦'¯'¥§¦6´
x1
ÈgV³H¦'¨³ë¶C¨³
x1
¥0²'²=¥§µ¥)}S´
k1
Øõ®§³S¨¯=¥§¦'¨
s1
«´
k2
Øõ®Q³S¨U¯=¥0¦'¨
s2
¶C®Q¦Ì¥ôá
k1 > k2
ÈÞ¤V«²'¹S¸'¨;¶¹S«o¨
Ë
ã
®Q¸'¹H«
Í
«o¦6´k¨gÎy¸'³ù¥§²'²=¥0µk¥§³H¨¨«;¦6´V¥?Ò0¥§¦6´å¹+¥
(k2 + 1) 
 
®©o©;¸'µµ­«o¦'©;«ä¯'«
x1
¯=¥0¦'¨
s1
¥§²'²=¥0µk¥§³H¨¨«;¦6´
´k®§¸'¨U¯=¥§¦'¨
s2
È
i
¦¦'®§´«
ϕ1
¹+¥ª©;®Q¦æ=Ñ§¸'µk¥0´³S®Q¦4®
ã
´k«;¦¸«M¥0²'µÔ;¨¹S¥ª¨Ë;Îy¸'«o¦'©;«MÒ0¥§¹H³S¯'«
s1
´µ®Q¦'Îy¸'Ë;«
¥?Ò0¥§¦6´ð¹S¥
(k2 +1) 
 
®©;©o¸'µ­µ«;¦'©o«¯'«
x1
¶6«;´
st1
©o«;´­´k«g¨Ë;Îy¸'«o¦'©;«§È«ﬂ¨­®
ÍÍ
«´
x1
«;¨­´ð³S¦'¨m´t¥
ã
¹H«`¯=¥§¦¨
ϕ1
È
i
µo¶0¥§²'µ­Ôo¨ï¹S¥¨­ËoÎy¸'«;¦'©o«
s2
¶A¹S«¨®
ÍÍ
«´
x1
¦'«·¨;ÏÚ«;¨­´Ë
ã
®Q¸¹SËÎ¸«
k2
Øõ®Q³S¨;¶
Í
¥0³S¨ù¥åµ«Mo¸.¥0¸
Í
®§³S¦'¨
¥§¸´k¥§¦6´U¯'«.ÑQµ¥§³S¦¨T©?¥§µ
shot(st1) ⊆ shot(s2)
²=¥§µT±6ß²7®0´k±'Ô;¨«§Ègå³S¦'¨­³¶
x1
«o¨­´³H¦'¨­´k¥
ã
¹H«.¥§²'µ­Ôo¨U¹+¥
¨Ë;Îy¸'«o¦'©;«
s2
È
ã
¨­¸'µ¯'«å©?¥§µ
s2
«;¨­´ð¸'¦'«å¥]Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«0È¤äÏÚ®ª¹S«µË;¨¸'¹~´t¥0´á
shot(s1) = shot(s2)
È

− o −
|ï¥§µ.¹S¥%|µ®Q²2®Q¨­³H´k³H®Q¦ÌÛÈÚÛ4²=¥0ÑQ«¬í]ø6Ù¶ù®Q¦²2«o¸´I¯'®Q¦'©
ã
³S«o¦¯Ë;æ=¦'³Hµo¶ù¯=¥§¦'¨.©;«£©?¥§¯µ«Å¥§¸'¨­¨³ë¶ï¹S«
©o®§¦'©o«;²´V¯«¼kÀÇ~Ã 'yÃ§Â,½k á
l;monprq!stq,u&p Kx  3 6 18 /-8s­q!up :
i
¦M¥0²'²7«;¹S¹H«V¼kÀÇ~Ã 'yÃ§Â½k´k®Q¸´²'µ®©o«;¨¨­¸'¨#¯NÏÚË
ã
®§¸'¹S«
Í
«;¦y´#¯9ÏÚ¸'¦«
¥?Ò0¥§¹+¥§¦©t±'«§Èçó³
ϕ
«;¨­´I¸'¦'«ª©o®Q¦æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦N¶ï®Q¦Ì¦'®§´k«
ϕˆ
¹+¥»©;®Q¦æ=Ñ§¸'µk¥0´³S®Q¦Ì¨­´t¥
ã
¹S«£®
ã
´k«;¦¸«Å¥§²'µÔ;¨
µ«;¹+¥Aà¥0´³S®Q¦¯«
ϕ
¶'«;´
ϕ 7→ ϕˆ ©;«²µ®©o«o¨­¨¸'¨;È
i
¦µ¥§²'²2«o¹S¹H«³S©;³¶?Îy¸NÏÐ®Q¦¥²'µ­³S¨¸'¦'«#¯'Ëæ=¦'³~´k³S®§¦´µÔ;¨ùÑQË;¦'Ëoµ¥§¹S«#²2®Q¸'µC¹S¥g¦®§´k³H®Q¦¯'«ð©;®Q¦æ=Ñ§¸'µk¥0´³S®Q¦
¨­´k¥
ã
¹H«§È

¨¥?ÒQ®Q³HµTÎy¸NÏÚ¸¦'«I©o®Q¦æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦¬Îy¸'³ç¦'«.©;®Q¦6´k³S«;¦6´¥§¸'©o¸¦ô¨­®
ÍÍ
«´T³S¦¨­´t¥
ã
¹S««;¨­´¨m´t¥
ã
¹H«§È
É¦q²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³S«oµ;¶ç¸'¦'«Ö©o®Q¦æ=ÑQ¸'µ¥0´k³H®Q¦ Îy¸'³©o®Q¦6´³S«o¦6´M¸'¦q¦'®
Íã
µ«Ö¯'«âÑQµk¥§³H¦'¨¦'ËoÑ6¥A´k³HØV«o¦q©t±'¥§Îy¸'«
¨®
ÍMÍ
«;´g«;¨­´¯'®Q¦'©¨m´t¥
ã
¹H«§È
í]øQú
 
	  9ﬂ ﬁ"
	!­"%$& '$

ﬃ!

^,ﬁ	 ­
9ku! Au#"q s­q!up Kx,z&z %N½kýÂ
ϕ0, ϕ1
ÀÂ
ϕ2
Âë¼k½kSÄ t½k¢ùº§¾¼Ã§Â,½kÄ

sv01
¾9ÀÄtµo¾EÀ tÀVÁr oÆ½A¾ÇSÀªÀ=ÂýÄ
 AÃ§Ç×ÁÀﬂ¿=½A¾¼
ϕ0
o¾]  9À 
ϕ1 
ÀÂ
s02
¾9ÀUÄtµo¾=À tÀäÁr oÆ½A¾ÇSÀªÀ=ÂõÄdo¾=ÀÇ t½k&o¾EÀdo¾]  9À 
ϕ2
¿Ã§¼RÂ,ý¼ÁÀ
ϕ0  -,
ÇS½A¼kÄ

shot(s02) ⊆ shot(sv01)⇐⇒ ϕ2  ϕ1.

ª¿Ã§¼RÂﬀ¾ÇÀ¼

Ä
sv01
ÀtÄÂð¾9ÀäÃ AÃ§Ç~Ã  *=À

³ëÈÚ«0È
ϕ1 = ϕˆ0 
Ã§ÇS½A¼kÄ
ϕ2 7→ ϕ1  
ﬁ ª½kÄÂ×¼­Ã§Â½k%£
ó¸'²'²2®Q¨­®Q¦'¨
shot(s02) ⊆ shot(sv01)
È=ó³
shot(s02) = shot(s
v
01)
¶¹H«VµË;¨¸'¹~´t¥0´`«o¨­´g³
ÍMÍ
Ëo¯³+¥0´oÈ
ó³H¦'®Q¦N¶N®§¦¦'®0´k«
I = {xi1 , . . . , xik}
¹ÏÐ«o¦¨«
Íäã
¹S«.¯'«;¨¨­®
ÍÍ
«´k¨U©o®§µµ«;¨²2®Q¦'¯=¥0¦y´¨d{Å¯'«;¨Ë
ã
®Q¸¹S«j
Í
«o¦6´k¨ﬂ¯'«
shot(sv01) \ shot(s02)
È
i
¦²2«o¸´
Í
®§¦y´µ«;µ`Îy¸'«U©o«´ﬂ«o¦'¨­«
Íã
¹S«U©o®§¦y´³S«;¦y´ﬂ¥§¸
Í
®§³S¦'¨ð¸'¦
¨®
ÍMÍ
«;´Îy¸'³«o¨­´ä³S¦'¨m´t¥
ã
¹S«I²7®§¸'µ
ϕ2
È
i
¦©o®Q¦¨³S¯Ôoµ«M¹S«I²'µ­«
Í
³S«oµË
ã
®Q¸¹S«
Í
«o¦6´¯'«
sv01
Î¸³ð¦NÏÚ¥§²j
²=¥§µ¥)}S´ä²=¥§¨¯'¥§¦'¨
sv02
Èó®§³H´
xi
¹S«£¨­®
ÍMÍ
«;´ä©o®Qµ­µ«;¨²2®Q¦'¯=¥§¦6´oÈA|ï¥§µ.¯Ë;æ=¦'³~´k³H®Q¦N¶
xi ∈ I È i ¦¦'®§´«
j
¹S«ä¦®
Íã
µ­«¯'«äØõ®Q³H¨VÎy¸'«
xi
¨;ÏÚ«;¨­´Ë
ã
®Q¸'¹HË¯=¥§¦¨
sv01
¥?Ò0¥§¦6´U©;«;´UË
ã
®Q¸¹S«
Í
«o¦6´o¶9«;´
s′
¹+¥ª¨­ËoÎy¸'«o¦©o«
¯NÏÐË
ã
®Q¸'¹H«
Í
«o¦6´·´µ®Q¦'Îy¸'Ë;«
ê
¸'¨m´k«U¥?Ò0¥§¦6´`¹H«
(j + 1)   
Ë
ã
®Q¸¹S«
Í
«o¦6´ð¯'«
xi
¯'¥§¦'¨
sv01
ÈÉ¦£Ø×¥§³H´o¶
xi
«o¨m´
³S¦¨­´t¥
ã
¹S«T¯'¥§¦'¨
ϕ2
È'É#¦Å«Ê9«´?¶
ê
¸'¨m´k«¥?Ò0¥§¦6´g¨®Q¦
(j + 1)   
Ë
ã
®Q¸'¹H«
Í
«o¦6´ﬂ¯=¥0¦'¨
sv01
¶'³S¹2«o¨m´g³S¦'¨m´t¥
ã
¹H«§È
i
µ´®Q¸'¨ð¹S«o¨Ë
ã
®Q¸'¹H«
Í
«o¦6´k¨¯'«
s′
®Q¦6´`«;¸£¹S³H«o¸¯=¥§¦'¨
s02
²=¥§µ±6ß²7®§´±'Ôo¨­«§ÈC«;¨`¥§¸´µ«;¨·Ë
ã
®Q¸'¹H«
Í
«o¦6´k¨
¦NÏÐ®Q¦6´²'¸ÖÎy¸NÏÚ¥§¸'Ñ
Í
«;¦y´«oµg¹S«U¦®
Íã
µ­«U¯'«Ñ§µk¥§³H¦'¨`«o¦
xi
Èﬁå³S¦'¨­³¶
xi
«;¨­´³S¦'¨m´t¥
ã
¹S«U¯=¥§¦¨
ϕ2
È
|ï¥§µM³S¦'¯¸'©;´³S®Q¦N¶´k¥§¦6´ªÎy¸'«
shot(s02) ⊆ shot(sv01)
«´
shot(s02) 6= shot(sv01)
¶®Q¦ ²2«o¸´
´k®§¸
ê
®Q¸'µ­¨©t±®Q³S¨­³Sµ`¸'¦âË
ã
®Q¸'¹H«
Í
«o¦6´ﬂÒ0¥§¹S³H¯'«T¯=¥0¦'¨
shot(sv01) \ shot(s02)
È=¤äÏÐ® 
ϕ2  ϕ1
È
~Ö®Q¦6´kµ­®Q¦'¨¹+¥.µË;©o³H²'µ®Îy¸'«§È7ó¸'²²7®Q¨­®Q¦'¨
ϕ2  ϕ1
È
i
¦â¦'®§´k«
s
¸'¦«¨­ËoÎy¸'«o¦©o«ä¯9ÏÚË
ã
®Q¸¹S«
Í
«o¦6´¨
Ò0¥§¹S³H¯'«T²2®Q¸'µ
ϕ2
Îy¸'³
Í
Ôo¦'«9{
ϕ1
È|ù¥§µg¹+¥H|µ®Q²2®Q¨­³H´k³H®Q¦Û'ÈÚø.²=¥§ÑQ«Ií]ø6û¶'®Q¦â¥âá
s02.s ≡ sv01.
~»¥§³H¨©;®
ÍÍ
«.´k®§¸´k«;¨ä©o«;¨ä¨­ËoÎy¸'«o¦©o«o¨.¯9ÏÚ®Q²2Ëoµ¥0´k³H®Q¦'¨¨®Q¦6´ä¯'«o¨¨ËoÎy¸'«;¦'©o«;¨.¯NÏÐË
ã
®Q¸'¹S«
Í
«;¦6´k¨o¶Þ®Q¦Ì¥
¹ÏÐËoÑQ¥§¹S³~´kËV¯«o¨¨±'®§´^j%¨­«;´k¨á
shot(s02) ∪ shot(s) = shot(sv01).
É¦Ö²'¥§µ­´³S©o¸¹S³S«;µo¶®Q¦â¥
ã
³S«o¦
shot(s02) ⊆ shot(sv01)
È

− o −
é·®
ÍÍ
«I®Q¦¹ÏÚ¥âËÒQ®Î¸Ë£²'µË;©oË;¯'«
ÍÍ
«;¦6´?¶Þ¹+¥Åµ«o¹S¥0´k³H®Q¦
 
«o¨m´ä«;¦ÌØ×¥§³~´¸'¦'«ªµ­«o¹S¥0´k³H®Q¦¯NÏÐ®Qµ¯'µ­«
¨¸µ`¹ÏÐ«o¦'¨­«
Íã
¹S«V¯«o¨ﬂ©o®§¦æ=ÑQ¸'µ¥0´k³H®Q¦'¨;È|ù¥§µ`¯'Ëæ=¦'³H´³S®Q¦9¶©0ÏÚ«;¨­´g¹+¥©o¹ §´k¸'µ­«Vµ­Ë
¤
«Rà³~ÒQ«U«´`´kµ¥§¦'¨³~´k³~ÒQ«V¯«
¹+¥µ­«o¹S¥0´k³H®Q¦¯NÏÐË
ã
®Q¸'¹S«
Í
«;¦6´g¯NÏÚ¸¦»¨®
ÍMÍ
«;´ﬂµ­ËoÑQ¸¹S³S«;µoÈ'ó«o¸'¹H«¹ÏÚ¥§¦6´k³ j ¨­ß
Í
Ë;´kµ­³S«å«o¨­´{.²'µ®§¸ÒQ«;µoÈ
ó¸'²'²2®Q¨­®Q¦'¨
ϕ  ϕ′
«;´
ϕ′  ϕ
¥?ÒQ«o©
ϕ 6= ϕ′ Èðé·«o¹+¥ô¨³HÑQ¦'³Hæ'«ÖÎy¸NÏÐ®Q¦q²2«o¸´M´kµ­®Q¸ÒQ«;µª¸'¦«
¨Ë;Îy¸'«o¦'©;«V¯NÏÐË
ã
®Q¸'¹H«
Í
«o¦6´k¨Ò0¥§¹H³S¯'«`²2®Q¸'µ
ϕ
¥§¸¨¨³E¹H®Q¦'ÑQ¸'«·Î¸9ÏÚ®Q¦IÒQ«;¸´?ÈéVÏÐ«o¨m´`¥
ã
¨¸'µ­¯'«g²=¥§µæ=¦'³~´k¸'¯'«
¯'«¹+¥µ­«o¹S¥Aà¥0´k³H®Q¦NÈ'¤å®Q¦'©
ϕ = ϕ′
«;´¹ÏÚ¥§¦6´k³ j%¨mß
Í
Ë;´µ³H«T¯'«
 
«;¨­´¯'Ë
Í
®Q¦6´µËo«0È
|ù®Q¸µﬂ©o¹+¥0µ³Hæ'«oµ·¹H«o¨`©t±®Q¨«;¨o¶=®Q¦²'µ­Ë;ØõÔ;µ«U©t±'®Q³H¨³Hµ·¸'¦'«U¦®§´t¥0´³S®Q¦M²'¹S¸¨`©o®Q¦6Ò§«o¦6´k³H®Q¦'¦'«;¹S¹S«UÎy¸=¥0¦'¯³S¹
¨oÏÚ¥§ÑQ³~´g¯'«²=¥§µ­¹S«oµ·¯NÏÚ®§µ¯'µ­«á
l;monprq!stq,u&p Kx,z  ó®Q³~´ Mτq
¸¦
Í
®¯'Ô;¹S«
¤
Ôo©t±'«j%±=¥§¸´k«o¸µoÈ
i
¦
Í
¸¦'³H´V¹ÏÐ«o¦'¨­«
Íã
¹H«ä¯'«ä¨«o¨U©;®Q¦æj
ÑQ¸'µ¥0´k³H®Q¦'¨ﬂ¯'«¹ëÏÚ®Qµ­¯'µ«V²=¥§µ­´³S«;¹  ¯'Ëæ=¦'³²=¥§µUá
ϕ2  ϕ1 ¨­³ ϕ2  ϕ1.
í  Ł
ó«o©;´³S®Q¦
    ﬃ ﬁ	,,­"

²'¥§µ­´³Sµ¯NÏÐ¸'¦'«å©o®Q¦æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦Îy¸'«;¹S©;®Q¦'Îy¸'«
ϕ
¶®§¦M²2«o¸´ð©o®§¦'¨³H¯'Ëoµ­«oµ¹S«gÑQµk¥0²'±'«®Qµ³H«o¦6´kË
Gϕ =
(Vϕ, Aϕ)
¯'Ë;æ=¦³Þ©;®
ÍÍ
«T¨­¸'³H´á
ϕ1 ∈ Vϕ ¨­³ ϕ1  ϕ,
(ϕ1, ϕ2) ∈ Aϕ ¨­³ ϕ1  ϕ2.
É¦Ö²'¥§µ­´³S©o¸¹S³S«;µo¶¹ÏÐ«o¦'¨­«
Íã
¹H«U¯'«o¨¨®
ÍMÍ
«;´¨
Vϕ
«o¨m´V¹ëÏÚ«;¦'¨«
Íã
¹S«U¯«o¨©o®Q¦æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦'¨g¥0´´«o³HÑQ¦=¥
ã
¹H«o¨
²=¥§µ
ϕ
È
9ku! Au#"q s­q!up Kx,zv ÀÖº§¼­Ã¿+*=À ½A¼À=Â 
Gϕ
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½k%£
Ý%¹7Ø×¥§¸´
Í
®Q¦6´kµ«;µðÎy¸'«
(Vϕ,) «o¨m´ﬂ¸'¦ª´µ«o³H¹S¹H³S¨Ý¾¤äÈ i ¦£¨¥§³H´·¯'Ë ê {Î¸9ÏÚ³H¹7¨;Ïì¥§Ñ§³H´ð¯NÏÚ¸¦«o¦'¨­« Íã ¹H«
®Qµ­¯'®Q¦'¦'Ë0È`ó®Q³H´
ϕ1
«´
ϕ2
¯'«o¸à ©;®Q¦æ=Ñ§¸'µk¥0´³S®Q¦¨M¯'«
Vϕ
È
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¦ ¦®§´k«
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Õ×µ­«o¨²9È
s2
Ü
¸¦'«»¨­ËoÎy¸'«o¦©o«
¯NÏÐË
ã
®Q¸'¹H«
Í
«o¦6´k¨VÒ0¥§¹H³S¯'«²2®Q¸'µ
ϕ
Îy¸'³
Í
Ô;¦'«H{
ϕ1
Õ×µ«;¨²NÈ
ϕ2
Ü
¶2«;´
a1
Õõµ«;¨²NÈ
a2
Ü
¸'¦'«.¥?Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«¯«
ϕ1
Õ×µ«;¨²NÈ
ϕ2
Ü
È
i
¦ô¦'®§´«£¥§¹H®Qµ¨
ϕsup
¹+¥Å©o®Q¦æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦¯'®§¦y´ä¸'¦'«¨Ë;Î¸«o¦'©;«¯NÏÚË
ã
®§¸'¹S«
Í
«;¦y´¨¯«
¨±®§´¨«´
shot(s1) \ (shot(s1) ∩ shot(s2)) Í Ô;¦'«/{ ϕ1 ¶N«´®Q¦¦'®§´k« ϕinf ¹S¥£©o®Q¦æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦{
¹+¥0Î¸«o¹S¹H«
Í
Ôo¦'«U¸'¦«¨­ËoÎy¸'«;¦'©o«¯NÏÚË
ã
®§¸'¹S«
Í
«;¦y´¨ﬂ¯'«¨±'®0´å¨­«;´
shot(a1) \ (shot(a1) ∩ shot(a2)) Ü
{²=¥§µm´k³Hµð¯'«
ϕ1
ÈÝ%¹7«o¨­´¥0¹S®Qµ­¨ð´kµ­³HÒ³+¥0¹2¯«TÒQ®Q³Hµ·Îy¸'«
ϕsup
Õ×µ­«o¨­²NÈ
ϕinf
Ü
«;¨­´ﬂ¹S¥
ã
®Qµ¦'«V¨¸'²Õ×µ­«o¨­²NÈ'³S¦Ø
Ü
¯'«
ϕ1
«;´
ϕ2
²7®§¸'µ  ÈV³S¦¨³¶ (Vϕ,) «;¨­´ ã ³H«o¦â¸'¦´kµ«;³S¹H¹S³S¨;È
C«VØ×¥§³H´ðÎy¸NÏÐ³S¹9¨­®Q³H´·Ý¾¤¯'Ëo©;®Q¸'¹S«V¯'³Sµ­«o©;´«
Í
«o¦6´ﬂ¯'«V¹+¥d|µ­®Q²7®§¨³H´³S®Q¦MÛ'ÈÚú²=¥§ÑQ«í]øQúÕõ©;ØbÈﬁ|µ­Ëo¹S³
Í
³ j
¦=¥§³Hµ«;¨
Ü
È

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+
os ⊕
¤T¥§¦'¨ä¹S«©?¥§¯'µ­«ª¯'¸
Í
®¯'Ô;¹S«¯'¸´k¥§¨ä¯'«M¨k¥
ã
¹S«§¶¹H«o¨ä®§²7Ë;µk¥0´³S®Q¦'¨
+
«´ ⊕ Ë;´k¥§³S«;¦y´ä¯'«o¨¹S®Q³H¨¯'«
©o®
Í
²2®Q¨³~´k³H®Q¦M³H¦6´k«oµ­¦'«§È
i
¦
Í
®Q¦6´µ«T¥0¸£©t±=¥§²'³~´kµ­«T¨¸'³~Ò0¥§¦6´?¶¯'¥§¦'¨`Îy¸'«;¹S¹S«
Í
«;¨¸'µ­«T®Q¦£²2«o¸´ﬂË;´«o¦'¯'µ­«
¹+¥Å¦'®§´³S®Q¦¯NÏÚ¥§¯'¯'³~´k³S®§¦ô¯«ª¯'«;¸à ©;®Q¦æ=Ñ§¸'µk¥0´³S®Q¦¨oÈr|ù®Q¸µä¹ÏÐ±'«;¸'µ«0¶ù®Q¦¸´k³H¹S³H¨«I©o«;¨ä¨­ß
Íã
®Q¹H«o¨ä²2®Q¸'µ
¦'®§´«oµg¹S«;¨
Í
Ó
Í
«;¨g¥§©;´³S®Q¦¨o¶
Í
Ó
Í
«U¨oÏÐ³S¹N¦«¨;Ïì¥0ÑQ³H´g²'¹H¸'¨ﬂ¯'«¹S®Q³H¨·¯'«©;®
Í
²2®Q¨­³H´k³H®Q¦³S¦6´«oµ¦«§È
ó³
ϕ = (ω, h)
«o¨m´¸'¦'«©o®Q¦æ=ÑQ¸'µ¥0´k³H®Q¦¯NÏÐ¸'¦%~ <	¶=«´g¨³
h
«;¦Ö«;¨­´¸'¦'«©;®Q¦æ=ÑQ¸µk¥0´³S®Q¦j ÑQµk¥0³S¦N¶
®Q¦¦'®0´k«
ϕ+ h
¹S¥ä©o®Q¦æ=ÑQ¸'µ¥0´k³H®Q¦
(ω, h + h)
ÈÉ¦â²'¥§µ­´³S©o¸¹S³S«;µo¶y¸'¦Ë
ã
®Q¸¹S«
Í
«o¦6´ﬂ¯¸â²¸'³H´¨`¨«T¦®§´k«
¯'®Q¦©
ϕ+ β
È=¤V«
Í
Ó
Í
«0¶
ϕ⊕ h «;¨­´¹+¥©;®Q¦æ=ÑQ¸µk¥0´³S®Q¦Å® ã ´«o¦y¸'«¥§²'µ­Ôo¨gµ«;¹+¥Aà¥0´³S®Q¦¯'« ϕ+ h È
·³S«;¦»Îy¸'«©o«o¨å®Q²2Ëoµk¥A´k³S®§¦'¨g¦'«ä¨­®Q³S«;¦y´å²=¥§¨¨­ß
Í
Ë;´µ³SÎy¸'«;¨o¶2®Q¦»ÑQ¥§µ¯'«¹+¥I¦'®§´k¥0´k³H®Q¦Å³S¦æà«0¶E«;´T®§¦
Ëo©;µ³~´¥§¸'¨¨­³#á
ϕ+ h1 + h2 + · · ·+ hk := (· · · ((ϕ+ h1) + h2) + · · ·+ hk),
ϕ⊕ h1 ⊕ h2 ⊕ · · · ⊕ hk := (· · · ((ϕ⊕ h1)⊕ h2)⊕ · · · ⊕ hk).
Ý%¹C«o¨m´µ«o¹S¥0´k³~ÒQ«
Í
«;¦y´g©;¹+¥§³Hµ`Îy¸'«¹S«o¨ﬂË
ã
®§¸'¹S«
Í
«;¦y´¨g«;´¹S«;¨å¥
ê
®Q¸´k¨g¯'«ÑQµ¥§³S¦¨ﬂ©o®
ÍÍ
¸´«o¦6´?ÈEéVÏÐ«o¨m´V«;¦
²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³S«oµÒµk¥§³C²2®Q¸'µﬂ¹H«o¨gË
ã
®Q¸'¹H«
Í
«o¦6´k¨`Ò0¥§¹H³S¯'«;¨Uá
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a
b
a
c
ba
b
cb
ca
c
1
1
0
11
1 2
1
0
21
2
2
3
0
0
3
00
0
2
120
σ
+1
xi
 EÛ'ÈHí?÷ ;¥Þµ«;³S¹S¹H³S¨ðÝ¾Þ¤ ¯'«¹+¥µ­«o¹S¥Aà¥0´k³H®Q¦NÈ
9ku! Au#"q s­q!up Kx,z$&%N½kýÂ
ϕ1, . . . , ϕk+1
ÁÀtÄ t½k¢ùº§¾¼Ã§Â,½kÄIÀÂ
h1, . . . , hk
ÁÀtÄ t½k¢ùº§¾¼­Ã§Â,½kÄ

º§¼­Ã Ä
 -,
ÇS½A¼kÄ

∀1 ≤ j ≤ k, ϕj + hj  ϕj+1 =⇒ ϕ1 + h1 + · · ·+ hk  ϕk+1.
ﬁ ª½kÄÂ×¼­Ã§Â½k%£
C«µËo¨­¸'¹H´k¥0´g«o¨m´³
ÍÍ
Ë;¯'³+¥0´·²=¥§µﬂµ­Ëo©o¸µµ«;¦'©o«¨¸µ
k
È|ù®Q¸µ
k = 1
©0ÏÚ«;¨­´g´kµ­³HÒ³+¥§¹ëÈ
|ù®§¸'µ
k > 1
¶=®Q¦â¥§²²'¹S³HÎ¸«U¹S«UµË;¨¸'¹~´t¥0´¥0¸Öµ¥§¦'Ñ
k − 1 È i ¦â¥M¥0¹S®Qµ­¨Tá
ϕ1 + h1 + · · ·+ hk−1  ϕk,
¯NÏÐ® ôá
ϕ1 + h1 + · · ·+ hk−1 + hk  ϕk + hk  ϕk+1.
í  QÙ
ó«o©;´³S®Q¦
    ﬃ ﬁ	,,­"

å¦«©;®Q¦'¨­ËoÎy¸'«o¦©o«¯'«©;«;´´«²'µ®Q²2®Q¨­³H´k³H®Q¦«o¨m´Î¸«¹ëÏÚ®§¦â²2«o¸´åË;©oµ­³Sµ«.á
ϕ⊕ h1 ⊕ · · · ⊕ hk = ϕ⊕ (h1 + · · ·+ hk).
i
¦³S¦6´kµ­®¯'¸³H´¨®Q¸¨ﬂ²7«;¸£¯'«o¨ﬂ®§²7Ë;µk¥0´«o¸'µ­¨·Îy¸'«U¹ÏÐ®Q¦ª¥ä¯'Ë
ê
{äÒ¸Å¥§Ñ§³Sµ¯=¥§¦'¨`¹H«å©o¥§¯'µ­«T¯'¸
Í
®¯'Ô;¹S«
¯'¸Å´t¥§¨g¯'«¨¥
ã
¹S«0È'Ý%¹C¨oÏÚ¥§ÑQ³~´ﬂ¯'«;¨å®Q²2Ëoµ¥0´k«;¸'µ¨
ai
Îy¸'³C¨®Q¦6´¯'Ëæ=¦'³S¨g²=¥0µá
∀ϕ, aiϕ = ϕ⊕ ei,
® á
ei = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1
, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−i
).
¥.µ«
Í
¥§µ­Î¸«²µËo©;Ëo¯'«;¦6´k«ä³
Í
²¹S³SÎy¸'«åÎy¸'«©;«o¨g®Q²2Ëoµ¥0´k«;¸'µ¨g©o®
ÍMÍ
¸´k«o¦6´á
9ku! Au#"q s­q!up Kx,z  ÀtÄ.½t¿¼­Ã§Â%À¾¼kÄ
ai
t½kH.¾ÂbÀ=ÂðÁÀ¾ '



ÁÀ¾'6£
∀xi, xj 6= q, aiaj = ajai.
− o −
í  §÷
í  0Û
Chapitre 5
   	
 	ﬀ ﬁ 	ﬂﬃ 	  !#"
$&%(')'ﬃ*,+.-0/
10243 5687:9<;>=:?A@CBEDF687HG?JILKM=:?A?ANL7>BONMGP222Q222Q2R22Q2222Q2R22Q222Q22S3TCU
VCWYXZWYX [S\]J^`_badcfegaih]Aj.kmlOnW&WiW&WiW&WiWW&WiW&WiW&WiWiW&WW&WiW&WiWiW&WiW&WPXEoqp
VCWYXZWsr tLugv0awjyx{zw|0lqug}`aw~aw_Mcaw]qwawugjc,~ug}Y.Yvg}Y`O]A.cW&WW&WiW&WiWiW&WiW&WPXEoZo
VCWYXZWsŁ [Sj.Ywjaegai\]Aj(zwaw_beCu WiW&WiWW&WiW&WiW&WiWiW&WW&WiW&WiWiW&WiW&WPXOZ
VCWYXZW  faw}]A.`lq_bc(ezdLugYnq]A}`aw_bdaaw(]A}Ymlqj.Y.\g~ai.\bawj.~Q`Lubazwaw_beCu W&WiW&WPXOZŁ
102 >BO?q=HKZBE=:?AN<N;8?J6>=:N222R2Q222Q222Q2R22Q2222Q2R22Q222Q22S3CU
VCWsrCWYX  jlqugv>aiegadc(lqv>zwj¡]Aawugjc¢W&WiW&WiWW&WiW&WiW&WiWiW&WW&WiW&WiWiW&WiW&WPXO£Zp
VCWsrCWsr hﬀlqj.vg\g`c.~aiegaiZjlqugv>adc,aw]qegeCY.`lq_zwaw_beCubaWiW&WW&WiW&WiWiW&WiW&WrZCX
− o −
¤¥§¦0¨R©Aª©d«0¥§¬0­¯®±°±ªL²:³§¦µ´³C¦g®w°±ª¶©A³C´´ªA¦g®·4¥¸¦>³§®w­¯³C¦¹>ª©A³§¦>º=ÑC»0°±¥L®w­¯³C¦¼°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wª¨±ªäÑ§½A¦0½O¿
°w¥L·F­F¨¾ª¥§»¢©A³§¦b®±ªEÀ®wª¹0»µ´³8¹>ÁA·FªÂÁJ©d«0ªE¿y«¥§»>®±ªA»0°JÃÅÄ¦µ¬:ªA»>®¥§·F³§°±¨&®w°¾³C»ÒCªJ°»0¦0ªÒCªJ°±¨±­¯³C¦¬ÑC½J¦0½A°±¥§·Fª
¹0ªQ¦0³§´ÇÆ0°±ªJ»8À®±«0½A³C°¾ÁA´ªA¨`Ò»0¨i¹¥§¦>¨&·4¥¬0°¾ªA´­FÁJ°±ªQ¬¥§°¡®w­¯ª§Ã0È¦É¬¥§°¡®w­¯©A»0·¯­FªA°J²b³C¦®w°±³§»ÒCª»0¦É©A°¾­¯®±ÁA°±ª
¹0ª°±ªJ©A³C¦0¦0¥§­F¨¾¨w¥§¦0©Jª¶¹>ªA¨R©J³C¦>º=Ñ§»0°w¥L®±­F³C¦>¨°¾½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªJ¨R½J®±ªA¦0¹>»¢ªJ®»0¦µ¥§·SÑC³§°±­¯®±«0´ªR®w«0ªJ°±´­FÊb»0ª·F»>­¿
¥§»0¨¾¨±­Ë½J®±ªA¦0¹0»<Ã<È¦µªEÌ<ªE®q²:·FªJ¨gÒ§ªA°¾¨±­F³§¦0¨R©J·4¥§¨¾¨±­FÊb»0ªJ¨R¹0ª©AªJ¨®±«0½A³C°¾ÁA´ªA¨¦0ª¶¨¾³C¦g®R¬>·F»0¨gÒL¥§·F­¯¹0ªA¨i¹¥§¦>¨
·FªQ´³¹0ÁA·¯ªTÑC½A¦>½A°w¥L·ÍÃ
È¦>º¦Î²0³§¦´¸³C¦g®±°±ª©J³C´¸´ªA¦g®&¹>½Jº¦0­¯° »0¦ÑC°¾³C»0¬:ªQ¥§Æ:½A·¯­FªA¦ﬀ¨±»0°&©JªQ¦0³C»Ò§ªq¥§»É´³8¹0ÁJ·FªL²8ªE®&Êb»0ªA·¯¨
¨±³§¦b®¨¾ªA¨·F­¯ªA¦0¨ﬁ¥?Ò§ªA©¼·Fª£ÑC°¾³C»0¬:ª¹0»Ï®d¥§¨ﬁ¹0ª¨±¥§Æ0·¯ª¨±»0°·Fª ÑC°w¥§¬>«0ªÉ¨±³C»0¨¿¯Ð±¥§©JªA¦g®¸¥§»Ï´¸³¹0ÁJ·Fª§ÃÑÄ¦
´³C¦g®w°±ªﬀ¥§»0¨¾¨±­ ©J³C´¸´ªA¦g®³C¦Ò¬:ªA»>®ﬁ½E®wªJ¦0¹0°±ª·F¥µ¦0³§®±­F³C¦Ó¹NÏÔ¥§¹0¹0­®w­F³§¦Ò¥§»´³8¹>ÁA·FªÂÁJ©d«0ªE¿y«¥§»>®±ªA»0°J²
´ÓA´ª¨¾­<ªA·¯·Fª¦0ªR¬:ªA»8®&¬0·F»>¨¨±ª¹0½Jº0¦0­F°f¹0ª´¸¥§¦0­FÁJ°±ª¦¥L®±»0°±ªJ·F·Fª©A³§´¸´ª¹0¥§¦0¨·¯ªR©A¥§¹0°±ªR¹0»´³8¹0ÁJ·Fª
¹0»É®d¥§¨i¹0ª¨±¥§Æ0·FªLÃÕ¥ﬁ¬0·F»0¬0¥§°¾®i¹0ª©JªA¨°±½A¨¾»0·¯®w¥L®w¨&¨¾³C¦g®¬0°±½J¨±ªA¦g®±½A¨R¹0¥§¦0¨¶ÖØ×8ÙEÚÍÃ
− o −
ÙmÛCÜ
 
	 ﬀﬁﬂﬃﬀ	 !"#$ﬁ%&ﬃ'	() *	+,-ﬁ.+0/'ﬁ2143+5
6879 :<;>=@?BA>CED+F0GIHJ;>=LKMDNPOQC@DRDTSP=8GISPK
Ä¦­¯¦b®±°±³¹0»0­®ﬁ·FªJ¨ﬁ³C¬H½J°w¥L®±ªA»0°¾¨
ai
²¹0½Jº¦>­F¨©A³C´´ª¨±»0°·¯ª´¸³¹0ÁA·¯ª¹0»Ï®d¥§¨ﬁ¹0ª¼¨w¥LÆ0·FªLÃVUS³C»>°
®w³§»>®R¨¾³C´´¸ªE®i°±½W§»0·F­¯ªA°
xi
¹>ª Mτq
²·XÔ³§¬H½J°w¥L®±ªA»0°
ai
ªJ¨¾®·YX ³C¬H½J°w¥L®±ªA»0°iÊb»0­S¥mÐ¾³C»>®±ª¶»>¦4WC°±¥§­F¦¼¨±»0°·Fª
¨±³§´¸´ªJ®
xi
ªJ®iªEÌ<ªJ©J®±»0ª¶·F¥ﬁ°±ªA·F¥MÀ>¥L®w­¯³C¦ÎÃ
ÕÅªA¨³C¬H½J°w¥L®±ªA»0°¾¨
ai
¨¾³C¦g®¹>³C¦0©Q®w³C»mÐ¾³C»0°±¨&¹>½Jº¦0­¯¨i¬¥§°Z
∀ϕ, aiϕ = ϕ⊕ ei,
³\[]Z
ei = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1
, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−i
).
Ä¦¢¬:ªA»>®0W§½A¦0½J°w¥§·¯­F¨±ªJ°R©JªJ®±®±ªÇ°±ªJ´ﬀ¥L°±Êb»0ª§Ã_^8­
g
ªJ¨¾®Q»>¦¢³C¬:½A°w¥M®wªA»>°`WC½J¦0½A°¾½Ç¬¥§°·FªA¨
ai
²H©ﬂXÔªJ¨¾®¾¿baM¿.¹>­F°±ª
»0¦0ª¨±½AÊb»0ªJ¦0©Aªﬁ¹_XÔ³C¬:½A°±¥L®wªJ»0°±¨
ai
²H¬0¥§°R©J³C´¸´»>®d¥L®±­dc­¯®±½Q¹0ªA¨
ai e
©gfÃ_U°±³§¬H³C¨¾­¯®±­F³C¦Bh0ÃÙ.hﬀ¬¥ﬂWCªﬀÙmÛﬂi,jE²
³C¦É¬:ªA»>®½A©J°±­¯°±ª8Z
g =
∏
xi 6=q
a
gi
i ,
³C¦¼¥¥§·F³C°¾¨`Z
∀ϕ, gϕ = ϕ⊕ g.
Ä¦¹>­¯®&Êb»0ª·4¥Ç©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦8¿
WC°w¥L­F¦
g
ªA¨¾®»0¦>ª@lﬃmgnoqprsn)t¹0ª·XÔ³C¬:½A°±¥L®wªJ»0°
g
Ã
− o −
uwvyxzv{x |~}
*&R/R/ *,-s,%R

³C´´¸ª¬H³§»0°·¯ª´¸³¹0ÁA·¯ª¹0»µ®d¥L¨¹0ª¶¨w¥§Æ>·Fª§² ·¯ªA¨³C¬H½J°w¥L®±ªA»0°¾¨
ai
¦>³C»0¨¬HªJ°±´ªJ®±®±ªA¦g®¹>ª¹0½Eº¦0­F°
»0¦0ªQ©d«0¥ﬂŁ4¦0ªR¹0ª*µ¥§°y§³$c:Ãµ¥§­¯¨ ¬H³§»0° ·FªR´¸³¹0ÁA·¯ªÂÁJ©d«0ªE¿y«¥§»>®±ªA»0°J²³C¦¹0³C­® ¹0½Eº¦0­¯° »0¦0ªQ©d«¥Ł4¦0ª¹>ª
µ¥§°y§³$c ¬:³C»0°R®±³C»>®±ªÇ©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦8¿yÂ0ÁA©d«0ªﬁ¬:³C¨±¨¾­FÆ0·¯ª§²H©q¥§°­¯· ¦X ¥¬0¥§¨¹0ªﬁ©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦8¿ÍÂÁA©d«>ª
©q¥L¦0³C¦0­¯Ê»>ª§Ã
@,+R$' Ä¦É¦0³§®wª Cω ·4¥ﬁ©d«¥ﬂŁF¦0ªQ¹0ª>µ¥§°y§³$cÉ«0³C´³\WCÁJ¦0ªQ¹0½Eº¦0­Fª¬¥L°*Z
 ϕ0 = (ω,0)
ªJ¨¾®·YX ½J®w¥L®i­F¦0­®w­F¥§·Í²

»0¦>ª®±°w¥§¦>¨±­¯®±­F³C¦©J³C¦0¨¾­F¨¾®±ªªA¦¼¹0ªA»8À¼½E®d¥§¬:ªA¨Z

©d«0³C­¯¨±­F°i¥L·F½q¥M®w³C­¯°±ªA´ªA¦g®&»>¦¼¨¾³C´´¸ªE®i°±½W§»0·F­¯ªA°
xi
Êb»0ªA·¯©A³C¦>Ê»>ª§²

¥§¬0¬0·¯­FÊb»0ªJ°
ai
aﬁ·4¥ﬁ©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦ÎÃ
ÕÅªA¨É½J®w¥L®w¨É¹0ª ·4¥mﬃﬀ %¡q¢_t¤£-t4¥¤ %n)¦,§¨ Cω ¨±³§¦b®¼¹0ªJ¨É©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦0¨¨¾®w¥§Æ0·FªJ¨¹0ª Mτq
Ã&ÕÅªJ¨
©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨ﬁÊb»0­&©J³C°±°¾ªA¨±¬:³C¦0¹>ªA¦g®¸¥§»8ÀÏ½E®d¥L®±¨ﬁ°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®w¨¹0ªÉ·4¥¢©d«0¥ﬂŁ4¦0ª¹>ª4¥§°&L³c Cω ¨¾³C¦g®
¥§¬0¬:ªA·¯½AªJ¨*n)lﬃmgr-nnﬃtg¢kpbtﬃ©gÃ
Õ¥ ¬0°¾³C¬:³C¨±­®w­F³§¦¨±»0­ªc§¥L¦b®±ª§²´³C¦g®w°¾ª¼Êb»0ª¼·4¥¢©d«0¥ﬂŁ4¦0ªÉ¹0ª4µ¥§°y§³$c Cω °¾ªA¨¡®w°±ªJ­F¦g®wªBa ¨±ªJ¨¸½E®d¥L®±¨
°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±¨ªJ¨¾®>oqnnﬃl&£%rkmgpo«¬­tE²0¹0³C¦0©Êb»X ªA·¯·FªQªA¨¡®*oqngn)l&£%rkmgpo«¬­tEÃ
®*¯°V'±.q²³o
ϕ1
tgp
ϕ2
©$§¢kp0£-tﬃ©Bmﬃ§¢.´Tµ%r-ny %poY§¢ﬀ©2n)lﬃmgr-ngn)tg¢kpbtﬃ©E£-t Cω ¶  %¬­§n)©2oq¬Pty·\o­©gpbt
r-¢_t0©$l&¸rtg¢_mﬃt
g
£R¹º§ﬃ»klgny %pbtgrsn)©
ai
p(tg¬q¬­t¼¸rkt
gϕ1 = ϕ2 ½
ÙmÛ%¾
^8ªA©E®w­F³§¦
 \~ sﬁ%ﬃs	$ !g"J#ﬁ%ygﬃ'	bﬃ 
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢
È¦ªJÌHªJ®q²S¬¥§°¶·4¥ U°¾³C¬H³§¨±­¯®±­F³C¦h0ÃÙ$i¬¥ﬂWCª¢ÙmÛC×²Ë·¯ªA¨¶½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®w¨¼cL¥§·¯­F¹0ªJ¨¶ªE®Ç·FªJ¨ﬁ¥mÐ¾³C»8®w¨¹>ª
WC°±¥§­F¦0¨©J³C´´Ç»>®wªJ¦g®qÃ­F¦0¨¾­Í²§¨¾­³C¦¦0³§®wª
g2
²C°¾ªA¨±¬<Ã
g1
²C»>¦¸³C¬:½A°±¥L®wªJ»0°,Êb»0­ ¥Q´¸ªJ¦0½Pa
ϕ1
²g°±ªJ¨±¬ÎÃ
ϕ2
²a
¬¥§°¡®w­¯° ¹0ª
ϕ0 = (ω, 0)
²_o
½
t
½
®±ªA·ÅÊb»0ª
g2ϕ0 = ϕ1
²°±ªA¨¾¬ÎÃ
g1ϕ0 = ϕ2
² ¥§·¯³C°±¨J²
g1ϕ1
ªA¨¾®½JWg¥§·a
g2ϕ2
Ã

³C´´¸ª·F¥©d«¥ﬂŁF¦0ªQ¹0ª*µ¥L°&§³$cªJ¨¾®«0³C´³\WCÁJ¦0ª§²8³C¦¬:ªA»>®i¦0³L®wªA°
P1
²0°¾ªA¨±¬<Ã
P2
²0·F¥¬0°¾³CÆ¥§Æ0­¯·F­®w½
¹0ªÇ°¾ªJc§ªA¦0­¯°`aﬀ·XÔ½E®d¥L®
ϕ1
²:°±ªA¨¾¬ÎÃ
ϕ2
²H¬¥L°¾®d¥L¦b®R¹0ª
ϕ1
²H°¾ªA¨±¬<Ã
ϕ2
Ã_U ¥§°¹0½Jº0¦0­¯®±­F³C¦Î² ©J³C´¸´ª
ϕ1
ªJ®
ϕ2
¨±³§¦b®¹0ªJ¨ﬁ©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨ﬁ°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ªA¨J²(³§¦¥
P1 = P2 = 1
Ãzµ¥§­¯¨ﬁ¬¥§°¾®w¥§¦g®¹0ª
ϕ2
²Ñ³§¦¥ »0¦>ª
¬0°¾³CÆ¥§Æ0­¯·F­®w½Ç¥L» ´³C­¯¦0¨½WC¥§·Fª a
(1/n)|g2| > 0
¹XÔ¥L®¾®wªA­¯¦0¹0°¾ª
g2ϕ2
Ã

ªA·4¥¨¾­ WC¦0­ºªÇÊb»X ­F·ÑªOÀ8­F¨¾®±ª»0¦
³C¬:½A°±¥L®wªJ»0°
g3
Êb»0­¬HªJ°±´ªJ®¹XÔ¥L®±®±ªA­F¦>¹0°±ª
ϕ2
a¬0¥§°¾®±­F°&¹0ª
g2ϕ2
Ã'µ¥§­¯¨¥§·F³C°¾¨
g = g3g1
c§½A°±­ºªÆ0­FªJ¦
gϕ1 = ϕ2
Ã

R­¯¦0¨±­ ²·4¥´ﬀ¥L®±°±­¯©AªQ¹0ª¶·4¥ﬁ©d«¥ﬂŁF¦0ª¶¹>ª µ¥§°y§³$c Cω °¾ªA¨¾®±°±ªJ­F¦g®wª¼a¨¾ªA¨R½E®d¥L®±¨R°¾½A©A»>°±°±ªJ¦g®w¨RªJ¨¾®R­F°±°¾½E¿
¹0»0©E®w­¯Æ0·FªLÃ0È¦¬¥§°¡®w­F©J»0·F­¯ªA°J²8©JªA·4¥¶¨±­ W§¦0­¯ºªRÊ»_XÔ­¯·<¦X¥ÇÊb»X »0¦0ª©A·F¥§¨±¨¾ª¹0ªQ©J³C´¸´»0¦0­F©A¥L®w­¯³C¦ﬀ¬:³C»0°·FªA¨
½J®w¥L®w¨i°¾½A©A»>°±°±ªJ¦g®w¨¹0ª Cω Ã
	¦0ª©A³C¦>¨±½AÊb»0ªJ¦0©AªQ¹>­F°±ªJ©J®±ªRªA¨¡® Êb»X ­F· ªEÀ8­¯¨¾®wª»0¦0ª»0¦0­FÊb»0ª¬0°±³§Æ¥§Æ0­¯·F­¯®±½ ·F­¯´¸­®wªLÃbÄ¦ﬀ¬:ªA»>®f´MÓJ´¸ª
ÓJ®±°±ª¬0·¯»0¨&¬0°±½J©A­¯¨*Z


¯  ³§oqp
ω
r-¢_twmﬃ§¢.´Tµ%rsny %poY§¢ﬃmﬃkt¸rtg¬­mﬃ§¢'¸rkt
½ﬁﬀ
tﬃ©wmﬃ§¢.´Tµ%r-n& %poY§¢ﬀ©zn)lﬃmgr-ngn)tg¢kpbtﬃ©
£-t¬ª Bmﬃﬀ %¡q¢_t>£-t ¥] %n)¦,§¨ Cω ©$§¢kpp(§r-pbtﬃ© l&¸rso »'n)§%«ﬃ ,«¬­tﬃ© ½
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢ﬂU ¥§°·4¥ﬁ¬0°¾³C¬H³§¨±­¯®±­F³C¦É¬0°¾½A©J½A¹0ªJ¦b®±ª§²H·4¥ﬁ´ﬀ¥M®w°±­¯©AªQ¹0ª®w°±¥§¦0¨¾­¯®w­¯³C¦É¹0ª·4¥ﬁ©d«¥ﬂŁF¦0ª¶¹>ª
µ¥§°y§³$c Cω ªA¨¾® ­F°±°¾½A¹0»>©J®w­¯Æ0·FªLÃ-U ¥§°f©A³C¦0¨¾½AÊb»0ªJ¦b®A²­F· ªEÀ8­¯¨¾®wªR»0¦0ª»0¦>­FÊb»0ªR¬>°±³CÆ¥LÆ0­F·¯­¯®w½i¨¡®d¥L®±­F³C¦0¦0¥§­F°¾ª§Ã
µ¥§­¯¨&·YX ½AÊb»0­¯¬0°±³CÆ0¥§Æ0­F·¯­¯®±½RªA¨¡®Pc§¥L·F­F¹>ªªJ®©A³§°±°±ªJ¨±¬:³C¦0¹¼¹0³C¦0©*aﬁ·4¥ﬁ¨¾³C·F»>®±­F³C¦<Ã


ªﬁ®w«0½J³C°±ÁJ´¸ªﬁ¦X ­F´¬0·¯­FÊb»0ª¬¥§¨Q·Fª>f{¥§­¯®QÊb»X ­F·SªEÀ8­F¨¡®wªﬁ»0¦>ª¹>­F¨¾®±°±­¯Æ0»>®w­¯³C¦µ·¯­F´­¯®±ª§Ã:È¦ ªEÌ<ªE®q²Î¨¾»0­¿
cL¥§¦g®·4¥¢¬:½A°¾­F³¹0ª¹0ª·F¥µ©d«¥ﬂŁF¦0ª¹0ª µ¥§°y§³$c:²»0¦0ª®wªJ·F·¯ª¹0­F¨¡®w°¾­FÆ0»>®±­F³C¦Ó¬HªJ»>®¦0ªÉ¬¥§¨ﬁªOÀ8­F¨¾®±ªA°JÃÕÅª
©A³§´¸¬:³C°¾®±ªA´ªA¦g®ªA¨¾®¥§·F³§°±¨¬H½J°±­F³¹0­¯Ê»>ª¶¥L»>®w³C»>°¹0ª¶·4¥¹0­F¨¡®w°±­¯Æ0»>®±­F³C¦É¨¾®w¥L®w­¯³C¦0¦¥L­F°±ª
e
»0¦0­df ³§°±´ª­¯©A­ jE²
ªJ®­¯·<©A³§¦c§ªA°yWCªªJ¦´³$CªA¦>¦0ª¹0ª

ªA¨w¥L°±³2c§ªA°¾¨©JªJ®±®±ª¹0­F¨¡®w°±­¯Æ0»>®±­F³C¦ÎÃ
Ä¦ ¦0³§®wª
Eω
·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ª¹0ªJ¨Q©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨R°¾½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªJ¨¹>ªÇ·4¥©d«¥§­F¦>ªÇ¹0ª8µ¥L°&§³$c Cω ²HªE®
E ·XÔ»>¦0­F³C¦¹>ªA¨ Eω ¬:³C»0°&®w³§»>®wªJ¨·¯ªA¨&©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨¿yÂÁJ©d«0ªA¨­F¦>­¯®w­F¥§·FªJ¨ ω ¬H³§¨±¨±­¯Æ0·FªJ¨AÃ
ﬃ ¤"!
ﬀ
  mﬃﬀ %¡q¢_tB£-t@¥¤ %nﬃ¦,§¨ C ′ω
£-l´z¢koYt »ﬀ %nL¬­tﬃ©#%$ tﬃ©@pn& %¢ﬀ©goqpoY§¢ﬀ©4¸rkt Cω ¶   %o­©
£-§¢kp¬&¹ºlgp
 %poq¢koqpo %¬Rtﬃ©gp
(ω, h′)
 ,£& tgpz¬­tﬃ©'%$ tﬃ©¼lgp
 %pq©*n)lﬃmgrsnn)tg¢kp©¼¸rkt Cω ½
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢
^8³C­®
ϕ = (ω, h)
»0¦0ªf©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦¶°¾½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªf¹0ª Cω ÃLÄ¦¬:ªA»>®S®w°±³§»ﬀcCªJ°S»0¦>ª©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦8¿
WC°±¥§­F¦
h′′
®wªA·¯·FªÊb»0ª
h′ + h′′ ≥ h Ãµ¥§­¯¨¥§·¯³C°±¨·4¥ﬀ©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦¨¾®d¥LÆ0·Fªﬁ¥L¨±¨±³©A­¯½Aª a (ω, h′ + h′′)
ªA¨¡®¥L®±®±ªA­dWC¦¥§Æ0·¯ª¹>ªA¬0»0­¯¨
ϕ
e
¥.c§ªA©·YX ³C¬:½A°w¥M®wªA»>°¹0³C¦g®i»0¦>ª½A©J°±­¯®±»0°±ªRªA¨¾®
h′ + h′′− h jEÃ R­F¦>¨±­Í² ϕ ªA¨¡®
»0¦0ª©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦É°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ª¶¹>ª C ′ω
Ã
Õ¥ﬁ°±½A©J­F¬0°¾³8Êb»0ª¨¾ªf{¥L­¯®&¹0ª´¸¥§¦0­¯ÁA°±ªQ¨¾­F´­F·F¥§­F°¾ª§Ã

− o −
uwvyxzv)(
$+*

/Î-,.-0/%*21/'ﬃ/43s/5376d*893>/:*-';*21<38+

1+=8H*>3>+?6ﬃ
ÕÅª+@&«0½A³C°¾ÁA´ªQÙCÃ ¾¬0¥%WCªwhb×
e
©A°±­®wÁJ°±ª ¹0ªi¤«¥§°ﬃj ¦_XÔªJ¨¾®(¬0·F»>¨cL¥§·4¥§Æ>·Fª¹0¥§¦0¨©Aªi©J³C¦g®wªEÀ®±ª§Ã

ªA¬:ªA¦¿
¹¥§¦g®A²Z­F·g¥§¹>´¸ªE®·F»0­g¥L»0¨±¨¾­»>¦0ªzWC½A¦0½J°w¥§·¯­F¨±¥L®w­¯³C¦ÎÃAIcL¥§¦g®Ë¹0ª,·YX ½A¦0³C¦>©AªA°J²Z­F·CªJ¨¾®S¦0½A©JªA¨¾¨w¥§­¯°±ª(¹XÔ­¯¦g®w°±³¹0»0­¯°±ª
ÙmÛCÛ
 
	 ﬀﬁﬂﬃﬀ	 !"#$ﬁ%&ﬃ'	() *	+,-ﬁ.+0/'ﬁ2143+5
¹XÔ¥§»>®±°±ªA¨i¹0½Eº¦0­®w­F³§¦0¨AÃ
US³C»>°®±°±³C»ﬀc§ªA°¶»0¦½JÊ»>­dcL¥§·FªJ¦g®¶¹>»©A°¾­¯®±ÁA°±ª¹0ª¸¤R«¥§°J²­F·+f{¥§»>®©d«0ªJ°±©d«0ªJ°Ç»0¦Ó­F¦,cL¥§°±­F¥§¦g®¨±»0°¶·FªA¨
©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨°¾½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªJ¨AÃÄ¦ ©A³C´´ªA¦0©Jª¢¬¥§°°¾ªWg¥L°±¹0ªJ°Êb»0ªA·¯·FªA¨ﬀ¨±³C¦g®É·FªJ¨³C¬:½A°±¥L®w­¯³C¦0¨ﬀÊb»0­
·4¥L­F¨±¨¾ªA¦g®f­F¦,cL¥§°±­F¥§¦g®wªA¨(·FªJ¨f©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦>¨¡¿yÂ0ÁA©d«0ªJ¨AÃk^­H³C¦¸¨±ª¹>³C¦0¦0ª»0¦¨±³§´¸´ªJ®(°±½JWC»0·¯­FªA°
xi
²©A³§´¿
Æ0­¯ªA¦¹0ª f ³C­F¨f¥§»´­F¦>­F´Ç»0´ f{¥§»>®¾¿y­F··XÔ½JÆH³C»>·FªA°,¬:³C»0°fÊ»>ª·4¥ÂÁA©d«0ªR°±ªJ®±°±³C»scCªQ¨w¥¶¬H³C¨¾­¯®±­F³C¦­F¦0­®w­F¥§·Fª 
Ä¦É¥Ç¹0½Ð&a¼c»ÉÊb»0ªQ©AªQ¦>³C´ÇÆ0°¾ªQªA¨¾® ªA¦@f{¥§­¯®·4¥¶®w¥§­F·¯·Fªi¹0»É©J©J·FªQ¹0ª
στ
aÇ·4¥§Êb»0ªJ·F·Fª·4¥ÂÁA©d«0ª¥§¬>¬¥§°¡¿
®w­¯ªA¦g®qÃ:ÕÅªA¨©J©J·FªA¨¹0ª
στ
Êb»0­©A³§°±°±ªJ¨±¬:³C¦0¹0ªJ¦g®a»>¦¢´MÓJ´¸ª¨¾³C´¸´ªJ®
xi
³C¦g®®±³C»0¨·4¥´MÓJ´¸ªQ®w¥§­F·¯·Fª
pi = ppcm(τi, di)/τi
Ã9R­¯¦0¨±­ ²H¥L¬0°±ÁJ¨
pi
½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨R¹0»µ¨±³C´´¸ªE®w¨
xi
²:·4¥ﬁÂÁA©d«0ªﬁªJ¦
xi
°¾ªJ®±°±³C»ﬀc§ª
·4¥Ç´ÓA´ªQ¬:³C¨±­®w­F³§¦¬H³C»>°&·4¥Ç¬0°¾ªA´­FÁA°¾ª`f ³C­F¨
e
©JfÃ ­dWC»0°¾ªÜ8ÃÙjEÃ
@,+R$'"	Ä¦ ¥§¬0¬:ªA·¯·Fª ©gr$»ktgn&l«g§r-¬­t tg¢kpﬁ¹0»P¨¾³C´´¸ªE®ﬀ°¾½WC»0·¯­FªJ°
xi
²f·¯ªBf{¥§­®ﬀ¹_XÔ½JÆH³C»>·FªA°
ppcm(τi, di)/τi
f ³C­F¨&©Jª¨±³C´´¸ªE®qÃ
ÕÅ³C°±¨¹_XÔ»0¦ ¨¾»0¬:ªA°¡¿y½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®q²(·4¥ ÂÁA©d«0ª °¾ªJc­FªJ¦g®La·4¥ ´MÓJ´¸ª¬0·4¥L©Aª§ÃfÈ¦ ¬¥§°¡®w­F©J»0·F­¯ªA°J²»0¦
¨±»>¬HªJ°¡¿.½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®ªA¨¾®­¯¦0¹0½A¬:ªA¦>¹¥§¦g®¹0ªﬁ·4¥¸¬H³C¨¾­¯®±­F³C¦¹0ªﬁ·4¥ﬀÂÁJ©d«0ª§Ã¤ªﬁ¬0·F»0¨J²Î©A³§´¸´ª©JªA·4¥©J³C°¡¿
°±ªJ¨±¬:³C¦0¹a¼»0¦¦>³C´ÇÆ0°¾ª¸´­F¦0­¯´ﬀ¥L· ¹X ½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨¶¹0»¨¾³C´¸´ªJ®¬:³C»0°Êb»0ª©AªE®±®±ªﬀ¬0°¾³C¬0°±­¯½J®±½¨¾³C­¯®
c°w¥§­¯ª§²³C¦µ¥»>¦0ª¬0°¾³C¬0°¾­F½J®±½°±½A©J­F¬0°¾³8Êb»0ª Z ¨±­Ë¥§¬0°¾ÁA¨
n
½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨¹>»µ¨±³§´¸´ªJ®
xi
·4¥ﬁÂÁA©d«0ª¶ªA¨¡®
°±ªgcCªJ¦»>ªµ¥§»´ÓA´ªﬀªJ¦0¹0°¾³C­¯®A²Ñ¥§·¯³C°±¨¶©AªA¨ﬁ½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨ﬁ©A³C°¾°±ªJ¨±¬:³C¦0¹0ªJ¦b® a¢»>¦ ¦>³C´ÇÆ0°¾ªªA¦g®w­¯ªA°Ç¹>ª
¨±»>¬HªJ°¡¿.½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨A²o
½
t
½
n = k ppcm(τi, di)/τi
Ã>Ä¦¬:ªA»>®&°¾ªA´¸¥§°±Êb»0ªJ°Êb»X ªA¦»0¦¨¾³C´´¸ªE®°¾½WC»8¿
·F­¯ªA°
xi
²C»0¦¨±»0¬:ªA°¿.½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®(©A³C°¾°±ªJ¨±¬:³C¦0¹2a»0¦½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®,¨±­ªE®(¨±ªA»>·FªA´ªA¦g®(¨±­
τi = di
Ã ­F¦0¨¾­Í²
¬:³C»0°·Fª´³8¹0ÁJ·Fª¹0» ®d¥§¨¹0ª¨w¥§Æ>·Fª§²·¯ªA¨¹0ªA»À¦>³§®w­¯³C¦0¨¹X ½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®ªE®¹0ª¨±»>¬HªJ°¡¿.½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®
¨±³§¦b®©J³C¦ﬀf ³C¦0¹>»0ªA¨JÃ
	¦0ª¸¥§»>®±°±ª©A³§¦0¨±½JÊ»>ªA¦0©JªªA¨¡®Êb»0ª©d«¥§Êb»0ªÆ0°±­¯¦Ó­¯¦0©A­¯¹0ªA¦g®¥§» ¨±³§´¸´ªJ®ªJ¨¾®*c8­¯¨±­®w½ﬁ»0¦ ´MÓJ´¸ª
¦0³C´Æ0°±ª&¹0ªwf ³§­F¨Ñ·¯³C°±¨¹0»¨¾»0¬HªJ°¡¿y½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®
e
©JfÃ ­ WC»>°±ªiÜ8ÃÙjOÃgÄ¦¹0³C¦0¦0ªi»0¦¦0³§´ aQ©Aªi¦0³C´Æ0°±ª0Z
@,+R$'"! ^8³C­®
xi
»0¦ ¨±³C´´ªJ®°¾½WC»>·F­FªJ°¹>ª Mτq
Ã<Ä¦ ¥§¬0¬:ªA·F·¯ªJ -mgpbtgr-n  rs¬ po »'¬ oYm& %po Ó³§»
J -mgpbtgrsn>£-t' r-¬ po »'¬ oYmgoqpbl¹0ª
xi
²0¦>³§®w½
λi
²·4¥ÇÊb»¥L¦b®±­¯®±½ Z
λi =
ppcm(τi, di)
di
=
τi
pgcd(τi, di)
.
ÕÅªJ -mgp(tgr-n  rs¬ po »'¬ oYm& %po ¹0ª
xi
ªJ¨¾®¹0³§¦0©ﬁ·FªÇ¦>³C´ÇÆ0°¾ªﬁ¹0ª WC°w¥L­F¦0¨Êb»0ªﬁ·¯ªÇ¨±³§´¸´ªJ®
xi
ªJ¦,cC³C­¯ª
¨±»>°Q©d«¥§©A»>¦Ó¹0ªﬁ¨¾ªA¨Æ0°¾­F¦0¨­¯¦0©A­¯¹0ªA¦g®±¨A²Î·¯³C°±¨¹_XÔ»0¦ ¨¾»0¬HªJ°¡¿y½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®q²Î¥L»>®w°¾ªA´ªA¦g®¹0­¯®·FªÇ¦0³§´ÇÆ0°±ª
¹0ªQ®w³§»0°±¨i©A³§´¸¬0·¯ªJ®±¨&ªJÌHªA©J®±»0½A¨¬¥§°&·F¥ÇÂÁA©d«0ª·F³§°±¨&¹X »0¦¼¨±»0¬:ªA°¿.½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®qÃÃ
xi
σ
τi = 2
di = 5
pi = 5
=⇒ λi = 2

	<Ü8ÃÙ

^»0¬HªJ°¡¿y½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®i¹XÔ»>¦¨¾³C´¸´ªJ®i°¾½WC»>·F­FªJ°
xi
ªJ®­F¦g®±ªA°±¬>°±½J®w¥L®w­¯³C¦¹0ª
λi
Ã
Ä¦Ò¦0³§®±ª
λ
·Fª
ppcm
¹0ªA¨*f{¥§©J®±ªA»0°¾¨´Ç»0·®w­¯¬0·F­¯©q¥L®±­df ¨R¹>ªA¨¨¾³C´´¸ªE®w¨°±½W§»0·F­¯ªA°±¨J²ÅªJ®³C¦·XØ¥§¬>¬HªJ·F·Fª
J -mgpbtgrsn+ r-¬ po »'¬ oYm& %po  £%r  §£g¬­t§ÃC¤Rª&´¸¥§¦0­¯ÁA°±ª WC½A¦>½A°w¥L·Fª§²§³C¦¥§¬0¬:ªA·¯·Fª f{¥L©J®wªJ»0°´Ç»0·®w­¯¬0·F­¯©q¥L®±­df¹X »0¦
ÙmÛ
^8ªA©E®w­F³§¦
 \~ sﬁ%ﬃs	$ !g"J#ﬁ%ygﬃ'	bﬃ 
ªA¦>¨±ªA´Æ0·Fª¸¹0ªﬀ¨¾³C´¸´ªJ®±¨°±½W§»0·F­¯ªA°±¨ {xi1 , xi2 , . . . , xik}
·¯ª
ppcm
¹0ªJ¨¼f{¥§©J®±ªA»0°¾¨´Ç»>·¯®w­¯¬0·F­¯©q¥L®±­df ¨¹0ªA¨
¨±³§´¸´ªJ®±¨&¹0ª¶·XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ª§ÃÈ»µ½JWg¥§°¾¹0¨ a·XÔ­¯¦g®wªA°¾¬0°±½E®d¥L®±­F³C¦Ef{¥L­¯®wªa·YX ­F¦>¨¾®d¥L¦b®A²0­F·<¨XÔ¥%WC­¯® ¹0»µ¦0³§´ÇÆ0°±ª
¹0ª0WC°±¥§­F¦>¨ ªA¦,cC³$§½A¨R¬0¥§° ©d«¥§Êb»0ªÆ0°¾­F¦­F¦>©A­F¹>ªA¦g®PaÇ»0¦É¨±³§´¸´ªJ®
xij
Êb»¥§¦0¹É©AªJ»8Àb¿.©J­Å¨X ½AÆ:³C»0·FªJ¦g®i»0¦
¦0³C´Æ0°±ªQ´­F¦0­¯´ﬀ¥L·H¹0ª0f ³C­¯¨ ¹0ª´¸¥§¦0­FÁJ°±ªa@Z

©J³C¦0¨±ªJ°yc§ªA°·FªA¨&ÂÁJ©d«0ªA¨¹¥§¦0¨i·¯ªA»0°&¬:³C¨±­®w­¯³C¦­F¦>­¯®w­F¥§·FªL²

ªJ¦c§³$CªA°»0¦¼´MÓJ´¸ªQ¦0³§´ÇÆ0°±ªQ¹>ª*W§°w¥§­¯¦0¨&¬¥§°&Æ0°¾­F¦0¨i­¯¦0©A­¯¹0ªA¦g®w¨Pa»0¦É¨±³§´¸´ªJ®
xij
Ã
US³§»0°©AªJ®SªA¦>¨±ªA´Æ0·Fª,¹X ½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨J²Z³C¦¶¬0¥§°±·¯ª¹0ª,¨±»0¬:ªA°¿.½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®Ë¹0ª,·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fª,¹0ª,¨±³C´´ªJ®w¨
{xi1 , xi2 , . . . , xik}
Ã
@,+R$' <^8³C­® {xi1 , xi2 , . . . , xik}
»0¦ ªA¦>¨±ªA´Æ0·Fª¶¹0ª
k
¨¾³C´´¸ªE®w¨R°¾½WC»>·F­FªJ°±¨JÃ.·ËªEÀ8­¯¨¾®wª¶»0¦
»0¦0­¯Êb»0ª
k
¿.»>¬0·FªE®i¬H³C¨¾­¯®±­df´­F¦0­¯´ﬀ¥§·
(η1, . . . , ηk)
®wªJ·ÅÊ»>ª Z
η1λi1 = · · · = ηkλik = ppcm(λi1 , . . . , λik).
Ä¦ﬁ¥§¬0¬:ªA·¯·Fª¥§·F³C°¾¨z©gr$»ktgn &l«g§rs¬­t tg¢kp¹0ª·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ª {xi1 , xi2 , . . . , xik}
®±³C»>®±ª ¨±½JÊ»>ªA¦0©Jª¹_XÔ½JÆH³C»¿
·FªJ´¸ªJ¦g®w¨(©A³C°¾°±ªA¨¾¬H³§¦0¹¥§¦g®Pa
η1
¨¾»0¬HªJ°¡¿y½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®w¨¹>ª
xi1
²
η2
¨±»0¬:ªA°¿.½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨f¹0ª
xi2
²
. . .
²bªE®
ηk
¨¾»0¬:ªA°¡¿y½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨i¹0ª
xik
Ã
: °  
Ä¦ ©A³C¦>¨±­F¹>ÁA°±ªﬁ·¯ªÇ´³8¹0ÁJ·Fª¶¹0» ¬H³C­¯¨±¨¾³C¦
e
©gfÃ  ­dWC»0°±ª¼h0Ã ¾¬0¥%WCªÙmÜﬂi,jªJ®»0¦0ªﬁ©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦
ϕ
¨±»>°
©Aª´³8¹>ÁA·Fª
e
©JfÃS­ WC»0°¾ªÜ8ÃØ×\jEÃ
ϕ =
{
(2, 1, 0),
(b3, b6, b8).
Õ¥R©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦
ϕ
ªA¨¾®Ñ¨¾®d¥LÆ0·FªLÃ&	¦ﬁ¨±»0¬:ªA°¿.½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®Ñ¹>»Ç¨±³C´´ªJ®
x1
©J³C°±°¾ªA¨¾¬H³C¦>¹8a
4
½JÆH³C»>·FªE¿
q2
1
0
3
2
1
x1
x2
x3
 	:Ü8Ã×


³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦
ϕ
¨±»>°·¯ªQ´¸³¹0ÁJ·Fª¹0»¼¬:³C­F¨¾¨±³C¦ÎÃ
´ªA¦g®w¨(¹0ªR©Jª¨¾³C´´¸ªE®q²g©q¥L°
ppcm(3, 4)/3 = 4
ÃÈ¦ﬀªEÌ<ªE®q²b·FªJ¨f©g©A·FªJ¨¹0ª
στ
¬H³C»>°f©Jª¨¾³C´¸´ªJ®(¨¾³C¦g®
¹0ªﬁ·¯³C¦WC»0ªJ»0°
4
e
­F·S¦X µªA¦ ¥Êb»X »0¦²Z
(b2, b3, b4, b5)
jOÃI^8­S³C¦ ªJÌHªA©J®±»0ª»0¦ ¨±»0¬:ªA°¿.½JÆH³C»>·FªA´ªA¦g®Q¹>ª
x1
²0³C¦É³CÆ8®w­FªJ¦g®i·4¥Ç´ÓA´ª©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦8¿yÂ0ÁA©d«0ªL²0ªJ®·4¥¶©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦8¿bWC°±¥§­F¦ﬀ¹0ªJc­FªJ¦g®
(−10, 4, 3) Ã
È¦ﬀªEÌ<ªE®q²b·Fª!f{¥§©E®wªA»>°(´»0·¯®±­F¬0·¯­F©q¥M®w­df0¹0ª©Jª¨¾³C´´¸ªE®Vc§¥L»>®
3
Zb·¯³C°±¨¹0»¸¨±»0¬:ªA°¿.½JÆH³C»>·FªA´ªA¦g®A²
3
WC°±¥§­F¦>¨
¬¥§°¡®wªJ¦b®¬¥L°&©d«¥§Êb»0ªÆ>°±­F¦­¯¦0©A­¯¹0ªA¦g® a
x1
²0©%X ªA¨¡®¾¿baM¿.¹0­¯°±ªQ¬¥L°·¯ªA¨
4
Æ0°¾­F¦0¨
b3
²
b4
²
b5
ªE®
b2
Ã
	¦ ½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®Q¹0ª
x2
ªA¨¡®»0¦ ¨±»0¬:ªA°¿.½JÆH³C»>·FªA´ªA¦g®A²Î©q¥§°
τ2 = d2
ÃÅÈ¦ °±ªgcL¥§¦0©d«0ªL²Å»0¦ ¨±»0¬:ªA°¿
½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®¹0ª
x3
©J³C°±°¾ªA¨±¬:³C¦0¹4a¹>ªA»8À¼½JÆH³C»>·FªA´ªA¦g®±¨AÃµ¥§­¯¨&¬H³C»>°©JªA¨¹0ªA»Àµ¨¾³C´´¸ªE®w¨A²>³C¦µ¥·Fª
´ÓA´ª`f{¥§©J®±ªA»0°i´Ç»0·®w­¯¬0·F­¯©q¥L®±­df
λ2 = λ3 = 1
Ã

³C¦0¨¾­F¹0½J°±³C¦0¨f·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fª¹0ªA¨f¹0ªA»8Àﬀ¨±³§´¸´ªJ®±¨ {x1, x2} ÃÕªPf{¥§©E®wªA»>°´Ç»0·®w­¯¬0·F­¯©q¥L®±­df¹0ª©AªE® ªA¦¿
¨±ªJ´ÇÆ0·¯ª cL¥§»>®
ppcm(3, 1) = 3
ÃMÕÅª
2
¿y»0¬0·¯ªJ®S¹0ª·F¥¤R½Eº¦0­®w­F³§¦ﬁÜ8Ã hRªJ¨¾®
(1, 3)
Ã	¦Ç¨¾»0¬:ªA°¡¿y½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®
ÙmÛ
	
 
	 ﬀﬁﬂﬃﬀ	 !"#$ﬁ%&ﬃ'	() *	+,-ﬁ.+0/'ﬁ2143+5
¹0ª·XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ª {x1, x2} ©J³C°±°¾ªA¨±¬:³C¦0¹Ba 1 ¨¾»0¬:ªA°¡¿y½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®&¹0ª x1 ªJ® 3 ¨±»0¬:ªA°¿.½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨¹0ª
x2
²©%X ªA¨¾®¡¿(aM¿y¹0­F°¾ª a
4
½JÆH³C»>·FªA´ªA¦g®±¨¹0ª
x1
ªE®
3
½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨f¹0ª
x2
ÃR¬0°¾ÁA¨ ©JªA¨ ½JÆH³C»>·FªA´ªA¦g®±¨A²·FªA¨
ÂÁJ©d«0ªA¨,¦X ³C¦g®¬¥§¨ ÆH³C»ﬀWC½§²LªJ®Ñ·¯ªA¨ÑÆ>°±­F¦>¨ ­F¦>©A­F¹>ªA¦g®w¨¥L»8ÀÇ¨¾³C´´¸ªE®w¨ ¹>ª ·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fª {x1, x2} ³C¦g® ®w³§»0¨
½J®±½wc­F¨±­®w½J¨
3
f ³C­F¨ ZC­F·8¨XÔ¥%WC­®Ñ¹0ªJ¨(Æ>°±­F¦>¨
b2
²
b3
²
b4
²
b5
²
b6
ªJ®
b7
ÃCÈ¦¬¥§°¡®w­F©J»0·F­¯ªA°J²
x1
¥¹0³C¦>¦0½¥§»>®d¥L¦b®
¹0ª WC°w¥L­F¦0¨a
x2
Êb»X ­F·ªJ¦Ò¥°±ª A»0¨¶¹0ª¨w¥É¬¥§°¡®qÃ:R» º¦¥§· ²Î»0¦ ¨±»0¬:ªA°¿.½JÆH³C»>·FªA´ªA¦g®¹0ª {x1, x2} a
¬¥§°¡®w­¯° ¹0ª
ϕ
¹>³C¦0¦0ª·4¥Ç©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦¿bWC°±¥§­F¦
(−7,−2, 6) Ã 
− o −
uwvyxzv |
-0+<3Î-0/ /
}
*- -538/ 2*
³C»>¨&¥.cC³C¦0¨¹0½A¨¾³C°±´¸¥§­F¨(·FªJ¨³C»8®w­F·¯¨,¬H³C»>°©q¥L°w¥§©E®w½A°¾­F¨¾ªA°·¯ªA¨f©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦0¨f°¾½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªJ¨AÃ ¤¥§¦>¨
»0¦Ï¬0°¾ªA´­FªA°®wªJ´¸¬0¨J²Ñ¦0³C»>¨ﬁ°±½AªOÀ8¬0°±­¯´¸³C¦>¨Ç·Fª f{¥L­¯®ÇÊb»X »0¦Ï¨±»>¬HªJ°¡¿.½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®¹>ª·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ª¹0ªJ¨
¨±³§´¸´ªJ®±¨&°±½W§»0·F­¯ªA°±¨&ªJ¨¾®½AÊb»0­ªcL¥§·FªJ¦b® a
λ
¥§¦g®±­¿.½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨ ¹0»¼¬0»0­®w¨0Z
ﬃ ¤  ³§oqp
ϕ = (ω, h)
r-¢_t mﬃ§¢.´Tµ%r-ny %poY§¢ £-t Mτq ½
³§oqp
s = 〈xi1 , xi2 , . . . , xik〉
r-¢_t
©$l&¸rktg¢_mﬃt £R¹ºl«g§r-¬­t tg¢kp©
½
³o!¬ª L©$l&¸rtg¢_mﬃt
s
 g»,»'¬ o¸rlﬃt
	
ϕ
%g¢_t	
ϕ
¶
 %¬­§n)©Emﬃﬀ ,¸rkt2«noq¢ £-t
Mτq
 @lgp(l*¨$o­©goqpbl
mλ
.§o­©Q»k§rsnr-¢ mﬃtgngpY %oq¢tg¢kpoYtgn
m
»k§$©goqpo ¼§rB¢kr-¬
½
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢
^8­
s
ªJ¨¾®Pc­F¹0ªL²©%X ªA¨¾®©J·4¥§­¯°`Z³C¦¼¥
m = 0
Ã
^8»0¬0¬:³C¨¾³C¦0¨
s
¦0³§¦ c8­¯¹0ª§ÃÅÄQ¦ ¥¹0½.Ð&aEc8» Êb»0ª·FªJ¨½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨Q½E®d¥§­¯ªA¦g®Q©J³C´¸´»>®d¥L®±­df ¨
e
U°±³L¿
¬:³C¨±­®w­F³§¦ h0Ã h¬¥%WCªÙ$¾g×\jOÃ4» ¨±ªA­¯¦ ¹0ª¢·F¥¨±½JÊ»>ªA¦0©Jª
s
²³§¦ ¬HªJ»>®°±ªJWC°±³§»0¬HªJ°·FªJ¨½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨
¹X »0¦´ÓA´ª¨±³C´´¸ªE®¬H³§»0°¶·¯ªA¨ªJÌHªA©E®w»0ªJ° a·F¥¨±»0­®wª·FªA¨»0¦0¨¹0ªJ¨Ç¥§»>®±°±ªJ¨AÃSÕË¥É©A³§¦0¨±ªJ°ycL¥L®w­¯³C¦¹>ª
·4¥ ©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦8¿ÍÂÁA©d«0ªÉ­¯´¸¬0·¯­FÊb»0ªÊb»X ³C¦ ¦>ª°¾½q¥§·¯­F¨±ªÉªJ¦²f{¥§­®¸Êb»0ª¼¹0ªJ¨ﬀ¨±»>¬HªJ°¡¿.½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨¸¹>ª
¨±³§´¸´ªJ®±¨f°¾½WC»0·¯­FªJ°±¨(³C»¹0ªJ¨½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨f¹0»¬0»>­¯®w¨
q
Ã ­F¦0¨¾­Í²g·¯ªA¨Æ>°±­F¦>¨ ¥§»>®±³C»0°(¹X »0¦¨±³§´¸´ªJ®
xi
¨±³§¦b®Pc­F¨¾­¯®±½A¨&»0¦¼´MÓJ´¸ªQ¦>³C´ÇÆ0°¾ªQ¹0ª0f ³C­F¨ ´»0·¯®±­F¬0·¯ªR¹0ª
λi
²¨±­
xi 6= q ²ªJ®´Ç»0·®w­F¬>·Fª¹0ª 1 ¨¾­ xi = q Ã
^8­ ³§¦¬H³C¨¾ª
λq = 1
² ³C¦¬:ªA»>®¦>³§®wªJ°
miλi
·¯ªﬀ¦0³§´ÇÆ0°±ª¹>ªEf ³C­F¨¶Ê»>ª¼·¯ªA¨ÇÆ>°±­F¦>¨Ç­F¦0©J­F¹0ªJ¦g®w¨8a
xi
²
°±½JWC»0·¯­FªA°³C»¦>³C¦Î²0¨¾³C¦g® c­F¨¾­¯®±½A¨&·F³§°±¨&¹0»¼¬0°±³©AªJ¨±¨¾»0¨AÃ
Õ¥¶©A³§¦0¨±ªJ°ycL¥L®w­¯³C¦ﬀ¹>»¦0³C´ÇÆ>°±ª¹0ª WC°±¥§­F¦>¨A²gÊb»¥§¦g®!aªA·¯·Fª§²g­¯´¸¬>·F­FÊb»0ªi¥L·F³C°¾¨(Êb»0ªR©d«¥§Êb»0ªRÆ>°±­F¦¸ªA¨¡®
c­F¨¾­¯®w½ﬁ»>¦ ´ÓA´ªÇ¦0³§´ÇÆ0°±ª¹0ª f ³§­F¨A²<©%X ªA¨¾®¡¿(aM¿y¹0­F°¾ªÇÊb»0ª
miλi = cste
ÃI^­©Aª¦X ªA¨¾®¬¥L¨Q·Fªﬁ©q¥L¨A²Å³C¦
¬:ªA»>®©d«0³C­F¨¾­F°(»0¦´­F¦0­¯´Ç»0´ ·F³©q¥§· ¨¾®±°±­¯©J®f¬H³C»>°
miλi
Ã>Ä¦¨±»>¬0¬H³§¨±ª¨±¥§¦0¨ ¬:ªA°¡®wªR¹>ª WC½J¦0½A°±¥§·F­®w½Ê»>ª
xi
ªJ¨¾®Q»0¦ ¨¾³C´´¸ªE®°±½JWC»0·¯­FªA°
e
¨¾­F¦0³§¦¢³C¦¢¬0°¾ªA¦0¹ »0¦µ´ﬀ¥MÀ8­¯´Ç»0´ ·F³©q¥§·¨¡®w°±­¯©J®RªJ®Q³C¦µ¬HªJ»>®`f{¥§­¯°±ª»0¦
°w¥L­F¨±³§¦0¦0ªA´ªA¦g®,¨¾­F´­F·4¥L­F°±ª.jEÃ ·F³C°¾¨
xi
¥L¹0´¸ªE®,»0¦ cC³C­¯¨±­¯¦
xj
®wªA·Êb»0ª
miλi < mjλj
ÃbÈ¦³C»>®±°±ª§²g¬:³C»0°
®w³§»0¨¨±ªA¨cC³§­F¨±­¯¦0¨
xk
²Å³C¦Ó¥
miλi ≤ mkλk Ã:­F¦0¨¾­Í² xi ¦XÔ¥Ð±¥§´ﬀ¥L­F¨ªJ¦c§³$C½¬0·¯»0¨Q¹0ª WC°w¥L­F¦0¨QÊb»X ­F·
¦X ªA¦ ¥°±ª A»0¨·¯ª¶·¯³C¦W¹X »0¦0ªﬁ¥§°­ÓJ®±ª§²:´ﬀ¥§­¯¨iªA¦ ¥°±ª J»¢¨¾®±°±­¯©J®wªJ´¸ªJ¦g®¬0·¯»0¨·¯ª¶·¯³C¦W¹XÔ¥§»¢´³C­F¦0¨i»0¦>ª
¥§°­ÓJ®wªLÃ R»®±³§®d¥L·Í²­F·H¥Ç°±ª J»¼¥§»´¸³§­F¦0¨f»0¦LWC°w¥§­¯¦¹0ª¬>·F»0¨ Êb»X ­F·<¦XÔªJ¦¼¥¹0³C¦0¦>½A¨AÃ

ªJ·4¥ÇªJ¨¾®¥§Æ0¨¾»0°±¹>ª
¬¥§°«,¬H³§®±«0ÁA¨¾ª¹0ªﬀ©J³C¦0¨¾ªA°ycL¥L®±­F³C¦Ó¹0»Ò¦0³§´ÇÆ0°±ª¸¹0ª W§°w¥§­¯¦0¨ªA¦©d«¥§Êb»0ªﬀ¨±³C´´¸ªE®°±½W§»0·F­¯ªA°AÃ ­F¦0¨¾­Í²
miλi
ªA¨¡®»>¦0ª¶Êb»¥L¦b®±­¯®±½Q©A³C¦0¨¡®d¥§¦g®±ª§² ¦0³§®±½Aª
k
Ã
U ¥§°(¹0½Eº¦0­¯®±­F³C¦¹0»
ppcm
²b©A³C´´ª
k = miλi
¬:³C»0°®±³C»>®f¨±³C´´¸ªE®(°±½W§»0·F­¯ªA°
xi
²b³C¦¸¬HªJ»>®½J©A°¾­F°±ª
k
¨±³C»>¨·F¥¼f ³C°±´ª
mλ
²©q¥§°
λ = ppcm(λ1, . . . , λn)
Ã

− o −
Ù 
^8ªA©E®w­F³§¦
 \~ sﬁ%ﬃs	$ !g"J#ﬁ%ygﬃ'	bﬃ 
³C»>¨Ñ¹0½A´³C¦g®w°¾³C¦0¨S´ﬀ¥§­¯¦g®wªA¦0¥§¦g® ·¯ª(®±«0½A³C°¾ÁA´ª f ³C¦>¹¥§´ªA¦g®d¥§·bÊb»0­8¦0³C»0¨S¬HªJ°±´ªJ®Ñ¹_XÔ½J¦0³C¦0©JªA°Ñ»0¦>ª
WC½J¦0½A°±¥§·F­¯¨w¥L®±­F³C¦¹>»©J°±­¯®±ÁA°¾ª¹>ª¶¤«¥§°i¥§»¼´¸³¹0ÁJ·FªRÂÁJ©d«0ªE¿y«¥§»>®±ªA»0°JÃ

 ¯ ­  
 '¯.
'- 
	 ³§oqp Mτq
r-¢; §£g¬­t ﬃmﬃktYﬀ %r-pbtgrsn
¶
tgp
ϕ
r-¢_t mﬃ§¢.´Tµ%rsny %poY§¢
½
¢ ©gr$»,»k§$©$t>¸rt
ϕ+ kλβ 7→ ϕ
½
¬­§n)©
ϕ+ λβ 7→ ϕ
½
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢

³C´´¸ª
ϕ
ªA¨¡®&·Fª°±½J¨±»0·®d¥L®f¹X »0¦0ª°¾ªA·F¥MÀ>¥L®w­¯³C¦Î²b©%X ªA¨¡®&»0¦0ª©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦ﬀ¨¾®w¥§Æ0·¯ª§ÃsU ¥§°f©A³C´´Ç»8¿
®d¥M®w­dc­®w½¹0ªJ¨½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨A²0³§¦¬:ªA»>®¥§·¯³C°±¨©A³C¦0¨¾­F¹0½J°±ªJ°·¯ªfÐ¾ªA»¼¨±»0­ªcL¥§¦g®Z³C¦É°±½A¬:ÁJ®±ª
k
f ³§­F¨0Z

³C¦É½JÆH³C»>·Fª
λ
f ³C­¯¨ ·FªQ¬0»>­¯®w¨
e
³C¦¼¥mÐ¾³C»>®±ª
λβ
jE²

³C¦É°¾ªA·4¥mÀ>ª·F¥Ç©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦ÎÃ
U ¥L°«,¬:³§®w«0ÁJ¨±ªL²a·4¥º0¦¹0ª·F¥ 
 
½J®w¥§¬:ª§²0³C¦¼³CÆ>®±­FªJ¦b®
ϕ
Ã
Ä¦¨X ­F¦g®w½J°±ªJ¨±¨±ª¥§»8À
k
¨¾½AÊb»0ªJ¦0©AªJ¨&¹0ªRÆ0°¾­F¦0¨
(si)1≤i≤k
Ê»>­H©J³C°±°¾ªA¨±¬:³C¦0¹>ªA¦g®Pa¶©Jª,Ð¾ªJ»ÎÃ

«¥§©A»>¦0ª
¹0ª ©AªJ¨¨¾½AÊb»0ªJ¦0©AªJ¨µ©A³§´¸´ªA¦0©Jª ¬¥§°
λ
f ³C­¯¨
(b1, b2, . . . , bdq)
²&³\[
b1, b2, . . . , bdq
¨¾³C¦g®¼·FªA¨ÉÆ0°¾­F¦0¨
¥§¹MÐ±¥L©AªA¦g®±¨¶¥L» ¬0»0­¯®±¨AÃÄ¦ ´³C¦g®w°±ªÊ»>ª®±³C»>®QÆ>°±­F¦ ¥L¬0¬¥§°±¥ﬂŁF®¥§» ¬0·F»0¨
λ
f ³C­F¨R¹¥§¦0¨Q©d«¥LÊ»>ª¨¾½A°¾­Fª§Ã
^8»0¬>¬H³C¨¾³C¦0¨Ñ¬0¥§°S·XØ¥LÆ0¨±»0°¾¹0ªÊb»0ª©Aª¦>ª¨±³§­¯®S¬¥§¨ ·¯ªf©A¥§¨A²MªJ® ¬0°±ªJ¦0³C¦0¨ ·Fª(¬0°±ªJ´¸­¯ªA°ËÆ0°±­¯¦
b
Êb»0­>¥L¬0¬¥§°±¥ﬂŁF®
¨¾®±°±­¯©J®wªJ´¸ªJ¦g® ¬0·¯»0¨f¹>ª
λ
f ³C­F¨,¹¥§¦>¨ »0¦0ª¨±½A°¾­FªLÃ .·:¦0ªR¨JXØ¥ﬂWC­¯®(¬¥§¨f¹X »0¦Æ0°¾­F¦ﬀ­¯¦0©A­¯¹0ªA¦g® ¥§»ﬀ¬0»>­¯®w¨JÃ^³C­¯®
¹0³C¦>©
xi
·Fª¨±³C´´ªJ®°¾½WC»>·F­FªJ°¸­¯¦0©A­¯¹0ªA¦g®LaÓ©Aª¢Æ0°¾­F¦ÎÃ

ªA·F¥Ò¨±­dWC¦0­¯º0ªÊb»0ª
xi
ªJ¨¾®É­¯¦0¨¾®w¥§Æ0·Fª¥.cL¥§¦g®
Êb»0ª
b
¥§¬0¬¥§°±¥§­F¨¾¨±ª¬H³§»0°·4¥
(λ + 1)

 
f ³C­F¨¹¥§¦>¨¶·F¥É¨¾½A°¾­Fª§ÃËÈ¦³§»>®w°¾ª§²
xi
¥¹0½.Ð&a¼ªEÌ<ªJ©J®w»>½
λ/λi
¨±»>¬HªJ°¡¿.½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨AÃ,È¦ ¬¥§°¾®±­F©J»0·F­¯ªA°A²S­F·¥ ¹>³C¦0¦0½
λdi
WC°±¥§­F¦<Ã .·&ªA¦¥ ¹0³C¦0©É°¾ª A»¨¾®±°±­F©E®wªJ´¸ªJ¦b®
¬0·¯»0¨&¥§»©J³C»0°±¨¹0ª·YX ½J®w¥§¬:ª©A³C°¾°±ªJ¨±¬:³C¦0¹¥§¦g®±ª
e
©q¥L° ·4¥©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦ﬀº¦¥§·¯ª¹0ª·XÔ½E®d¥§¬:ªR¬>°±½A©J½A¹0ªJ¦g®wª
ªA¨¡®ﬀ¨¡®d¥§Æ>·Fª$jOÃ

ªA·F¥¤c§ªA»>®¸¹0­¯°±ªÉÊb»XÔ­¯·i¥ ¹0³C¦0©¼°±ª A»P¥L» ´³C­¯¦0¨
λ + 1
W§°w¥§­¯¦0¨ﬁ·FªÉ·F³§¦W ¹XÔ»>¦Æ0°¾­F¦Î²
©%X ªA¨¡®¾¿baM¿.¹0­¯°±ªÊb»XÔ­¯·ªEÀ8­F¨¡®wª»0¦¢Æ0°¾­F¦¼¹0­¯ÌH½A°¾ªA¦g®¹0ª
b
Êb»0­SªJ¨¾®¥§¬0¬¥§°¾»¢¥§»´¸³§­F¦0¨
λ + 1
f ³C­F¨i¹¥L¦0¨R·F¥
¨±½J°±­¯ªi¥$cL¥§¦g®·F¥
λ+1

 
³8©J©A»0°¾°±ªJ¦0©Aªi¹0ª
b
¹¥§¦0¨©JªJ®±®±ª&¨±½J°±­FªLÃ

X ªA¨¾®f¥§Æ>¨±»0°¾¹0ª§²C©A¥§°³C¦¥.cL¥§­¯® ¨±»0¬>¬H³C¨¾½
Êb»0ª
b
½E®d¥§­®Q·Fªﬁ¬0°¾ªA´­FªJ°Æ0°±­¯¦]aÉ¥§¬0¬¥§°±¥ﬂŁF®±°±ªÇ¬>·F»0¨Q¹0ª
λ
f ³C­F¨¹0¥§¦0¨Q©AªE®±®±ª¨¾½A°¾­Fª§Ã:­F¦0¨¾­Í²:®w³C»>®Æ0°±­¯¦
¥§¬0¬0¥§°w¥ﬂŁ¯®i¥§»¼¬0·F»>¨
λ
f ³C­F¨&¹0¥§¦0¨i©d«¥§Êb»0ª¨±½J°±­FªLÃ
µ¥§­¯¨Ç¥§» º¦¥§· ²Ë©d«0¥§Êb»0ªÆ0°¾­F¦Ò¥L¬0¬¥§°±¥ﬂŁF®
kλ
f ³C­¯¨¶¨¾­f³C¦©A³C¦0¨¾­F¹0ÁJ°±ª¸·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ª¸¹>ª¸®w³§»>®wªJ¨Ç·FªJ¨
¨±½J°±­¯ªA¨
e
ÕÅªA´´ªÉÜ8Ã h ¬¥%WCªÉ¬0°¾½A©A½J¹0ªA¦g®±ª$jE²,©A¥§°ﬁ³C¦ ¥ ­F´¬H³C¨¾½Êb»0ªÉ·FªJ¨ﬁÆ0°±­¯¦0¨¥§¹MÐ±¥§©JªA¦g®w¨¥§»Ï¬0»>­¯®w¨
¥§¬0¬0¥§°w¥§­¯¨±¨¾ªA¦g®®w³§»0¨ªEÀ>¥§©E®wªJ´¸ªJ¦b®
kλ
f ³C­¯¨AÃ_U ¥§°©J³C¦0¨¾½AÊb»0ªA¦g®A²Î®w³C»>®Æ0°±­¯¦ ¥§¬0¬¥L°w¥ﬂŁ¯®ªEÀ>¥§©E®wªJ´¸ªJ¦b®
λ
f ³C­¯¨¹0¥§¦0¨R»>¦0ª¨¾½A°±­¯ª§Ã_µ¥§­¯¨R¥§·¯³C°±¨J²³C¦¢°¾ªJ®w°¾³C»ﬀc§ª·4¥´ÓA´ª¶©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦
ϕ
a·4¥º0¦µ¹0ª¶©d«¥§©A»>¦0ª
¹0ªJ¨
k
½E®d¥§¬:ªA¨JÃ ¤¼XÔ³%[·¯ªQ°±½A¨¾»0·¯®w¥L®qÃ

− o −
Õ¥`WC½A¦0½J°w¥§·¯­F¨±¥L®w­¯³C¦¶¹>» @&«0½A³C°¾ÁA´ªQÙCÃ ¾R¬¥%WCªQhb×
e
©J°±­®wÁA°¾ª ¹0ª&¤«¥§°ﬃjS¥§»Ç´³8¹0ÁJ·Fª(ÂÁA©d«0ªO¿.«¥L»>®wªJ»0°
¨X ½A¦>³C¦0©Aª¶¥§·¯³C°±¨0Z


¯  >¯ﬂq ¯.  ¯I¯¯.-ﬀ4, -ﬀﬁ ﬃﬂﬁ! "	#	 ³§oqp
λ
¬­t J -mgp(tgr-n  rs¬ po »'¬ o 
m& %po >£R¹ rs¢ §£g¬­t>ﬃmﬃktYﬀ %r-p(tgr-n Mτq ½
³o
ϕ
tﬃ©gpr-¢_t mﬃ§¢.´Tµ%r-n& %poY§¢]£%r# §£g¬­t
¶
ϕ ∈ E ⇐⇒ ϕ+ λβ 7→ ϕ.
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢
^8­
ϕ + λβ 7→ ϕ ­F·ªJ¨¾®©J·4¥§­¯°iÊ»>ª ϕ ¥§¬>¬¥§°w¥ŁF®»0¦¢¦0³§´ÇÆ0°±ª¶­F¦>º0¦0­¹0ª>f ³C­¯¨¹0¥§¦0¨R·F¥©d«0¥ﬂŁ4¦0ª¶¹0ª
µ¥§°y§³$c Cω ²©ﬂXÔªJ¨¾®¾¿baM¿.¹>­F°±ªQÊb»0ª ϕ ªA¨¡®»>¦0ª©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦¼°¾½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªLÃ
$½J©A­¯¬0°±³Êb»0ªA´ªA¦g®q²g´³C¦g®w°¾³C¦0¨,Êb»0ªi¨±­
ϕ
ªA¨¡®f°¾½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªL²>¥§·¯³C°±¨
ϕ+λβ 7→ ϕ Ã-^8»0¬0¬:³C¨¾³C¦0¨(Ê»_XÔ­¯·
ªEÀ8­¯¨¾®wªf»0¦0ª(©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦¶°¾½A©J»0°±°¾ªA¦g®wª
ϕ0
®wªJ·F·¯ª(Êb»0ª
ϕ0+kλβ 7→ ϕ0 Ãﬂ^8­ ϕ1 ªJ¨¾® »0¦0ª©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦
Ù >Ù
 
	 ﬀﬁﬂﬃﬀ	 !"#$ﬁ%&ﬃ'	() *	+,-ﬁ.+0/'ﬁ2143+5
°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ª
e
¹0ªQ·F¥Ç´MÓJ´¸ª©d«0¥ﬂŁ4¦0ªR¹0ª>µ¥§°&L³$cÆ0­FªJ¦¨ 0°)jE²0³§¦¥ﬁ¥L»0¨±¨¾­
ϕ1 + kλβ 7→ ϕ1 ÃÈ¦ÉªJÌHªJ®q²
­F·ªOÀ8­F¨¾®±ªR»0¦>ªR©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦8¿
WC°w¥§­¯¦
h
®wªJ·F·FªiÊb»0ª
ϕ0 +h 7→ ϕ1 ²¬0¥§°f·F¥>U°¾³C¬H³§¨±­¯®±­F³C¦¸Ü8ÃÙR¬0¥%WCªÙmÛ%¾>Ã
U ¥L°©J³C´´Ç»>®d¥M®w­dc­®w½R¹>ªA¨½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®w¨&³C¦¼¬HªJ»>®¥§·¯³C°±¨&½J©A°±­¯°±ª Z
ϕ0 + h + kλβ  ϕ1 + kλβ 7→ ϕ2,
¹X »0¦0ª¬¥§°¡®q²ªE®>Z
ϕ0 + h + kλβ  ϕ0 + h 7→ ϕ1,
¹XÔ¥§»>®±°±ª¬¥§°¡®qÃ¤¼X ³\[
ϕ2 = ϕ1
²o
½
t
½
ϕ1 + kλβ 7→ ϕ1 Ã
µ¥§­¯¦b®±ªA¦¥L¦b®³C¦¼¬:ªA»>®©A³§¦0¨±­¯¹0½A°¾ªA°i·FªfÐ¾ªJ»¨¾»0­dcL¥§¦g®*Z¬¥§°¡®d¥§¦g®i¹0ª·4¥Ç©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦É°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ª
ϕ = (ω, h)
²M³C¦ﬁ¥ZÐ¾³C»>®wª
λβ
e
³§¦Ç½AÆ:³C»0·¯ª
λ
f ³C­F¨Ë·Fªf¬0»0­¯®±¨ﬃjªJ®Ñ³§¦Ç°±ªJ·4¥MÀ8ª§ÃCÄ¦Ç°±½J¬HÁE®wª ©JªJ®±®±ª ³C¬:½A°±¥L®w­¯³C¦
»0¦0ªf­F¦>º0¦0­¯®±½f¹0ª f ³C­F¨JÃLÕÅªJ¨ ©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨ËÊb»0­0¥§¬>¬¥§°w¥L­F¨±¨¾ªA¦g®Ñ¹0¥§¦0¨ ©JªËÐ¾ªA»¨±³C¦g®Ñ¹>ªA¨Ñ©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨
°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ªA¨Ë¹0ª
Eω
Ã

³C´´¸ª ªA·F·¯ªA¨Î¨¾³C¦g®ËªA¦¦0³C´ÇÆ>°±ªÑº¦0­ ²Z¥§»´³C­F¦0¨<»0¦0ª,¹X ªA·F·¯ª§²J¦0³§®w½Jª
ϕ′
²Z¥L¬0¬¥§°±¥ﬂŁF®
»0¦¦0³C´ÇÆ0°¾ª­F¦>º¦>­Ë¹>ª*f ³C­¯¨AÃ È¦µ¬0¥§°¾®±­F©A»>·F­FªJ°A²8­F·ÅªEÀ8­¯¨¾®wª»0¦ªA¦g®w­¯ªA°
k > 0
®wªJ·ËÊb»0ª
ϕ′ + kλβ 7→ ϕ′ Ã
µ¥§­¯¨i¥§·F³§°±¨&©AªJ·4¥ﬁªA¨¡®¥§»0¨±¨¾­c8°±¥§­Î¬:³C»0°
ϕ
¹XÔ¥§¬0°±ÁJ¨i·4¥ﬁ°±ªJ´ﬀ¥§°¾Êb»0ª¬0°±½J©A½A¹>ªA¦g®wªLÃ
È¦>º¦Î²0³§¦¬HªJ»>®i¥§·¯³C°±¨¥§¬0¬0·¯­FÊb»0ªJ°f·¯ª2@&«0½J³C°±ÁJ´¸ªÜÃÜ¬¥ﬂWCªR¬0°¾½A©J½A¹0ªJ¦b®±ª*a
ϕ
ªJ®³C¦É¥­F´´½A¹0­F¥M¿
®wªJ´¸ªJ¦g®Êb»0ª
ϕ+ λβ 7→ ϕ Ã 
.·fªJ¨¾®8a¦0³§®wªJ°Êb»0ª¹>ªA¨©A¥§¨Ç¬¥L°¾®w­¯©A»0·¯­FªJ°±¨¹0ª©Jª¸®w«>½A³C°¾ÁA´ªﬀ³C¦g®Ç½E®w½¹>½A´³C¦g®w°±½J¨³C»»>®w­¯·F­F¨¾½A¨
¹¥§¦>¨¶ÖÔÜ LÚÎªJ®¨±»0°¡®w³C»8®ÖÔÜ%¾LÚ ²0³\[¼·FªQ©A¥§¨i¹0»¼°±½A¨¾ªq¥§»¼©A³§¦0¨¾®±­¯®w»>½¹_XØ¥§°¾Æ0°±ªJ¨i¹0ªªJ®±«0ª¶ªJ¨¾®i®w°±¥§­¯®±½§Ã
: °  "
Ä¦©J³C¦0¨±­¯¹0ÁA°¾ªﬀ·¯ª¸´³8¹>ÁA·Fª¹0ª¸·4¥  ­ W§»0°±ªﬀÜ8Ã i>ÃË¤¥§¦0¨¶©Aªﬀ©A¥§¨A²Ë³C¦¥
λa = 1
²
λb = 2
ªJ®
λc = 1
Ã
È¦©J³C¦0¨¾½AÊb»0ªA¦>©Aª§²:·Fª`f{¥L©J®wªJ»0°&´Ç»0·®w­¯¬0·F­¯©q¥L®±­dfH¹0»´³¹0ÁA·¯ª cL¥§»>®
2
²_o
½
t
½
λ = 2
ÃÕÅªQ©A°¾­¯®±ÁA°±ª¹0ª¤«¥§°
τa = 1
τb = 2
τc = 20
0
0
q
 	<Ü8Ã i

³8¹>ÁA·Fª¹0»¼Æ0·F¥§¨±³C¦<Ã
e
@&«>½A³C°¾ÁA´ªÜ8Ã ¾¬¥%WCª¬0°¾½A©J½A¹0ªJ¦b®±ª$j¶¦>³C»0¨¬HªJ°±´ªJ®¹0ª¨w¥.c§³C­F°¨±­»0¦>ª¸©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦ ¹0³C¦>¦0½AªªA¨¡®
°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ª¢³C»P¬0¥§¨AÃfÕ¥  ­dWC»0°±ªÜ8Ã h¬0¥%WCª¼¨±»0­ªc§¥L¦b®±ª§²(¬¥§°¸ªEÀ8ªA´¬0·FªL²,´¸³C¦g®±°±ª¼·YXÔ¥§¬0¬0·¯­F©q¥M®w­F³§¦¹0»
©A°¾­¯®±ÁA°±ª a»0¦0ª©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦ÎÃÄ¦ﬀ½AÆ:³C»0·¯ª
λ
f ³§­F¨,·Fªi¬0»0­®w¨J²gªJ®f³C¦ﬀªEÌ<ªJ©J®w»>ªR·4¥Q°¾ªA·4¥mÀ0¥M®w­F³§¦ÎÃ

³C´´¸ª
·4¥Ç©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦³§Æ>®wªJ¦»>ª>aﬁ·F¥¶º¦¼ªA¨¾®i¹>­¯ÌH½A°±ªJ¦g®wª¹0ªQ·4¥Ç©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦¹_XÔ³C°¾­ WC­¯¦0ª§²³C¦ÉªA¦¼¹0½J¹0»0­¯®
Êb»0ª·4¥Ç©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦­F¦>­¯®w­F¥§·Fª¦X ªA¨¾®¬¥L¨»>¦0ª©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦¼°¾½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªLÃ
µ¥§­¯¨¸·¯ª©A°±­®wÁJ°±ª¼¹0ªµ¤«¥§°ªA¨¾®ﬀ¥.cL¥§¦g®¸®±³C»>®»0¦ ´³$CªJ¦ ¹0ª¼°±ªJ©A³C¦0¦0¥ﬂŁF®±°±ª¼·FªA¨©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨
°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ªA¨JÃÕ¥µ©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦³CÆ8®wªA¦b»0ª¥§¬0°±ÁJ¨·F¥°±ªJ·4¥MÀ>¥L®±­F³C¦ ¬0°¾½A©A½J¹0ªA¦g®±ªªA¨¾®Ç°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wª
e
©JfÃ
 ­dWC»0°±ªQÜ8ÃÜﬁ¬¥%W§ªQ©A­¿y©A³C¦g®±°±ª$jOÃ

− o −
Ù g×
^8ªA©E®w­F³§¦
 \~ sﬁ%ﬃs	$ !g"J#ﬁ%ygﬃ'	bﬃ 
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
0
0
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
0
0
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
2
2
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
0
0
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
2
2
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
0
3
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
0
0
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
2
2
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
0
3
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
1
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
0
0
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
2
2
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
0
3
q
τa 1
τb = 2
τc = 2
2
1
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
1
2
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
0
0
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
2
2
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
0
3
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
1
1
q
τa 1
τb = 2
τc = 2
1
2
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
2
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
0
0
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
2
2
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
0
3
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
1
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
1
2
1
q
τa 1
τb = 2
τc = 2
0
2
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
1
0
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
0
0
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
2
2
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
0
3
q
τa 1
τb = 2
τc = 2
2
1
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
1
2
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
2
1
q
τa 1
τb = 2
τc = 2
1
0
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
1
1
q
 	:Ü8Ã h

$ªJ©A³C¦>¦¥§­F¨¾¨w¥§¦>©Aª¹X »0¦0ª©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦¦0³C¦8¿y°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªLÃ
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
1
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
1
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
3
3
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
1
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
3
3
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
4
3
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
1
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
3
3
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
4
3
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
1
0
5
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
1
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
3
3
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
4
3
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
1
0
5
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
1
2
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
1
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
3
3
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
4
3
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
1
0
5
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
1
2
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
0
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
1
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
3
3
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
4
3
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
1
0
5
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
1
2
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
2
0
1
q
τa = 1
τb = 2
τc = 2
0
1
1
q
 	:Ü8ÃÜ

$ªJ©A³C¦>¦¥§­F¨¾¨w¥§¦>©Aª¹X »0¦0ª©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªLÃ
uwvyxzv  
/:1*>3>+%z   - *+b *1/28H/ /53 *1,%-0+<3
}
'ﬃ/ 3
}
/Î-'ﬃ+	 */ -538/ 2*
RcL¥§¦g®i¹0ª®±°±³C»scCªA°&»>¦0ª0WC½A¦>½A°w¥L·F­F¨±¥L®w­¯³C¦ﬀ¹>ªQ·YXÔ¥§·­WC³§°±­¯®±«0´ªi®±«0ªA°¾´¸­¯Êb»0ª§²8­F·f{¥L»>®&ªA¦®±°±³C»ﬀc§ªA°&»0¦>ª
¹0ª·F¥µ°±ªJ·4¥L®±­F³C¦ ¹X ½AÊb»0­ªc§¥L·FªA¦>©Aª Rq Ã È¦ªJÌHªJ®q² ­F·zf{¥§»>®Ç¹>³C¦0¦0ªJ°Ç»0¦¨±ªJ¦0¨¥§» f{¥§­®¹_XØ¥§¨¾¨±³©A­¯ªA°Ç»0¦>ª
©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦ °±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wª¸¹0³C¦0¦>½AªEa¼»0¦0ª©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦ÎÃ

³C´´¸ª¹¥L¦0¨¶·¯ª¸´³¹0ÁA·¯ªﬁ¹0»Ó®w¥§¨¶¹>ª
¨w¥LÆ0·FªL² ³C¦ ©d«0ªA°¾©d«0ª»>¦0ª °±ªA·F¥L®w­¯³C¦P¹X ½AÊb»0­ªcL¥§·FªJ¦0©Aª ¥§¨¾¨±ª
 ¦¥M®w»0°¾ªA·F·¯ª§²®±ªA·¯·Fª¢Êb»0ª ©d«¥§©J»0¦0ª ¹0ª ¨±ªJ¨
©A·F¥§¨±¨¾ªA¨©J³C¦g®w­¯ªA¦0¦0ªJ¦g®»0¦0ª¶ªJ®R»0¦0ªÇ¨¾ªA»0·¯ª©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦¼°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªLÃÄ¦µ¦0ª¶¬HªJ»>®¬0¥§¨R°¾ªA¬0°¾ªA¦0¹0°¾ª
Ù \i
 
	 ﬀﬁﬂﬃﬀ	 !"#$ﬁ%&ﬃ'	() *	+,-ﬁ.+0/'ﬁ2143+5
·4¥¼¤R½Eº¦0­¯®±­F³C¦ÙCÃÙCÙﬀ¬¥ﬂWCª h0Ù¸¹0­F°¾ªA©E®wªA´ªA¦g®¶ªJ®¹0½Jº¦>­F°»>¦0ªﬀ°¾ªA·4¥M®w­F³§¦ ¹_XÔ½JÊ»>­dcL¥§·FªJ¦0©Aª aµ¬¥§°¡®w­¯°¹>ª
·YX ­F¹>½q¥§·
< λ1∆
q
1, . . . , λn∆
q
n >
²Å©q¥§°ªJ·F·Fªﬁ¨¾ªA°±¥§­¯®Æ:ªq¥§»0©J³C»0¬ ®w°±³§¬ º¦>ª§ÃËÈ¦ÓªEÌ<ªE®q²¹¥§¦0¨©Aª©q¥L¨A²Å­F·
¬:³C»0°±°±¥§­¯®ªOÀ>­¯¨¾®±ªA°¹>ªA¨©J·4¥§¨¾¨±ªJ¨¹X ½AÊb»0­ªc§¥L·FªA¦>©Aªﬀ¹>½A¬:³C»0°yc»0ªJ¨Ç¹0ª¸©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦0¨¶°¾½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªJ¨AÃ>	¦
¥§»>®±°±ª¬0°¾³CÆ0·FÁJ´¸ªRªA¨¾®Êb»0ª·YX ³C¦¼¥ﬁ¹0½Jº0¦0­Å¬0·F»>¨±­FªJ»0°±¨i©d«¥Ł4¦0ªJ¨¹>ª¼¥§°&L³c:²·­a³%[¼­¯·ÎªA¦ÉªOÀ>­¯¨¾®w¥§­¯®i»0¦>ª
»0¦0­¯Êb»0ªﬁªJ®¦¥M®w»0°¾ªA·F·¯ª¬:³C»0°Q·¯ªÇ´¸³¹0ÁJ·Fª¹>» ®w¥§¨Q¹0ªﬁ¨±¥§Æ0·FªLÃÄ¦ ©A³C´´ªA¦0©Jªﬁ¹0³C¦0©ﬁ¬¥L°¹0½Jº0¦0­F°Q»0¦>ª
°±ªJ·4¥L®±­F³C¦¹X ½AÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦0©JªÇ¹0³C¦g®Q·¯ªA¨©J·4¥§¨¾¨±ªJ¨Q°±ªA¨¡®w°¾ªA­F¦g®±ªA¨a E ¨±³C¦g®Q·¯ªA¨©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦>¨R°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ªA¨
¹X »0¦0ª©d«¥ﬂŁF¦0ª¹0ª>µ¥§°y§³$cÉ¹0³C¦0¦>½Aª§Ã
 
R   -B°ﬀ¯   
Ä¦½J®wªJ¦0¹Ï¦¥L®±»0°±ªJ·F·FªJ´¸ªJ¦g®·F¥µ°±ªJ·4¥L®±­F³C¦Ó¹XÔ½JÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦0©Jª ∼ ªJ¦g®w°±ª©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦>¨¡¿yÂ0ÁA©d«0ªJ¨
e
©gfÃ
¤R½Eº¦0­¯®±­F³C¦Lh0Ã iﬁ¬¥%WCªﬁÙZÜCÛ\j ¥§»8À©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦0¨&ªA·¯·FªA¨¿.´ÓA´ªA¨JÃ
@,+R$'d	Ä¦Ó¹>­¯®QÊb»0ª¹0ªA»À ©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦0¨
ϕ1 = (ω1, h1)
ªJ®
ϕ2 = (ω2, h2)
¨±»>° Mτq
¨±³§¦b®½JÊ»>­dcL¥§·FªJ¦g®wªA¨i¬¥L°iÂ0ÁA©d«0ªL²:ªE®³C¦É¦0³§®wª
ϕ1 ∼ ϕ2 ²¨¾­ ω1 ∼ ω2 Ã
Õ¥ﬁ°±ªA·F¥L®w­¯³C¦ ∼ ªJ¨¾®»0¦0ª°±ªJ·4¥L®±­F³C¦¹_XÔ½JÊ»>­dcL¥§·FªJ¦0©Aª¨¾»0°i·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ªQ¹0ªA¨©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨&¹0ª Mτq
Ã
: °  "!
$iªA¬0°¾ªA¦0³C¦>¨·Fª(´¸³¹0ÁA·¯ªf¹>»ﬁÆ0·4¥§¨¾³C¦Ç¹0ª·4¥ S­ WC»0°¾ª ÜÃ iR¬0¥%WCªÙ C×8ÃMÕË¥ S­ WC»0°¾ª ÜÃ ¾R¹>³C¦0¦0ª »>¦ﬁªEÀ8ªA´¬0·Fª
¹0ª ¹0ªJ»8À ©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨
e
ϕ
ªE®
ϕ′
jﬀ½AÊb»0­ªc§¥L·FªA¦g®±ªA¨É¬¥§°ÂÁJ©d«0ªÓÊb»0­Q¦>ªÓ·¯ª ¨±³C¦g®¼¬¥§¨¼¥.cCªJ©Ó»0¦>ª
®w°¾³C­F¨¾­FÁJ´¸ª
e
ϕ′′
jOÃ:Ä¦¬:ªA»>®°±ªJ´ﬀ¥L°±Êb»0ªA°iÊb»0ª¨±»0°©Aª´³8¹0ÁJ·FªQ­¯·_¼¥
2
©J·4¥§¨¾¨±ªA¨¹X ½AÊb»0­ªc§¥L·FªA¦>©Aª¬H³C»>°
ha ∼ 6∼
ϕ ϕ′ ϕ′′
hb
hc h
′
a
h′b
h′c h′′a
h′′b
h′′c
 	HÜÃ ¾

$ªJ·4¥L®±­F³C¦¹_XÔ½JÊ»>­dcL¥§·FªJ¦0©Aª ∼ Ã
∼ Ã>È¦¸ªJÌHªJ®q²³C¦¸¥ ga = pgcd(τa, da) = 1 ² gb = 1 ªJ® gc = 2 ÃUS¥§°·F¥>U°¾³C¬H³§¨±­¯®±­F³C¦8h0Ã i¬¥%WCªÙmÜ>²
­F·µ¥¥§·¯³C°±¨
1 × 1× 2 ©A·F¥§¨±¨¾ªA¨¹X ½AÊb»0­ªcL¥§·FªJ¦0©AªÇ¬:³C»0° ∼ Ã @S³§»>®ªJ¨¾®Q·¯­F½¶¥§»4f{¥§­®RÊb»0ª τc = dc = 2 Ã
^8­ ¹>ªA»8ÀÏ©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦>¨Ç¦X ³C¦g®¬¥§¨ﬁ·4¥¢´ÓA´ªﬀÂÁJ©d«0ªÉªA¦
xc
²Ñ¥§·¯³C°±¨ªA·F·¯ªA¨Ç¦>ª¬HªJ»ﬀcCªJ¦b®¸¬¥§¨.ÓE®w°¾ª
½AÊb»0­ªcL¥§·FªJ¦b®±ªA¨f¬¥§°,ÂÁA©d«0ª¼Z­¯· ªA¨¾®­F´¬H³§¨±¨±­¯Æ0·Fª&¹>ª f{¥§­¯°±ªiÆH³§»WCªA°(·4¥QÂÁJ©d«0ªªJ®¹0³C¦0©¹0ª¬¥§¨±¨¾ªA° ¹_XÔ»0¦>ª
©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦8¿ÍÂÁA©d«0ªPa·XØ¥L»>®w°¾ª¬¥§° ¹0ªA¨½JÆH³C»>·FªA´ªA¦g®±¨¹0ª
xc
ÃCÈ¦°±ªgc§¥L¦0©d«0ª§²g¨¾­>ªJ·F·FªJ¨Ñ³C¦g®·F¥R´MÓJ´¸ª
ÂÁJ©d«0ªQªA¦
xc
²8¥§·F³§°±¨(ªA·F·¯ªA¨f¨±³C¦g® ½JÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦g®wªJ¨ ¬¥§°(ÂÁA©d«0ªL²0©q¥L°·FªJ¨ ¥§»8®w°±ªJ¨ ¨±³§´¸´ªJ®±¨¦0ª¬H³C¨¾ªA¦g®&¬¥L¨
¹0ª¬0°¾³CÆ0·FÁJ´¸ªLÃ 
Õ¥¶¬0°¾³C¬H³§¨±­¯®±­F³C¦¨±»>­dcL¥§¦g®wªPf{¥§­¯®(·¯ª·¯­FªA¦ªA¦g®±°±ª©JªJ®±®±ªR°¾ªA·4¥M®w­F³§¦¹_XÔ½JÊ»>­dcL¥§·FªJ¦0©AªL²8ªE® ·¯ªA¨(©d«¥ﬂŁ4¦>ªA¨¹>ª
µ¥§°y§³$cÉÊb»0ª¦0³C»0¨¥.cC³§¦0¨¹>½Jº¦0­¯ªA¨*Z
Ù %h
^8ªA©E®w­F³§¦
 \~ sﬁ%ﬃs	$ !g"J#ﬁ%ygﬃ'	bﬃ 
®*¯°V'±.q² 

¢ mﬃ§¢ﬀ©go£gn)tE£-tgr%·mﬃ§¢.´Tµ%rsny %poY§¢ﬀ©
ϕ1 = (ω1, h1)
tgp
ϕ2 = (ω2, h2)
©grsn
Mτq ½
¬­§n)© 
ϕ1 ∼ ϕ2 ⇐⇒ Eω1 = Eω2 .
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢
^8­
ϕ1 ∼ ϕ2 ²§©AªJ·4¥R¨¾­ WC¦>­¯ºª(Êb»XÔ­¯·8ªOÀ8­F¨¾®±ª »0¦0ª¨±½AÊb»0ªJ¦0©Aªi¹X ½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨ s Êb»0­8¬HªJ°±´ªJ® ¹XØ¥L·F­ W§¦0ªA°
·4¥ﬁ©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦8¿ÍÂÁA©d«>ª¶¹0ª
ϕ1
¥$c§ªA©¶©AªA·¯·FªQ¹0ª
ϕ2
Ã'^8­³C¦¥§¬0¬>·F­FÊb»0ª
s
a
(ω1, 0)
²³C¦¼¬:ªA»>®ªA¦0¨¾»0­¯®±ª
¥mÐ¾³C»8®wªA°R¹0ªA¨0WC°±¥§­F¦>¨R¹0ªÇ´¸¥§¦0­¯ÁA°¾ª aﬀ³CÆ8®wªA¦>­F°R»>¦0ªﬁ©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦8¿bW§°w¥§­¯¦¬:³C¨±­®w­ªcCª§Ã<Ä¦ ¥§¬0¬:ªA·¯·Fª
ϕ3
·4¥©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦ ³CÆ8®wªA¦b»0ª2a¬¥§°¡®w­F°Q¹>ª
(ω1, 0)
¥L¬0°±ÁJ¨·F¥¨±½AÊb»0ªJ¦0©Aª
s
²Å·YXÔ¥mÐ¾³C»>®Q¹>ªA¨*WC°w¥§­¯¦0¨QªJ®·F¥
°±ªJ·4¥MÀ>¥L®±­F³C¦<Ã

·4¥§­¯°±ªJ´¸ªJ¦b®A²0¨±­ ²ka¬¥§°¾®±­F°&¹0ª
(ω1, 0)
²³§¦µ¥mÐ¾³§»>®wª¹XÔ¥§Æ:³C°±¹¼·FªJ¨ W§°w¥§­¯¦0¨iªJ®³C¦¼ªJÌHªA©J®±»0ª
ªA¦>¨±»0­®wªÇ·F¥°¾ªA·4¥mÀ0¥M®w­F³§¦Î² ³C¦¢°±ªE®w°¾³C»ﬀcCª
ϕ3
Ã R­F¦>¨±­
ϕ3
¥§¬0¬¥L°¾®w­¯ªA¦g® a
Eω1
Ã¥§­F¨¬¥§°©A³C¦0¨¡®w°¾»0©J®±­F³C¦Î²
ϕ3
¥§¬0¬¥L°¾®w­¯ªA¦g®¥§»0¨¾¨±­Ia
Eω2
ÃÕVXÔ½JWg¥§·¯­¯®w½
Eω1 = Eω2
ªA¨¡®¥L·F³C°¾¨ ­F´´¸½J¹0­4¥M®wª§Ã
$½J©A­¯¬0°±³Êb»0ªA´ªA¦g®q²Ë¨±­
Eω1 = Eω2
²Ë¥§·¯³C°±¨­F·ªOÀ>­¯¨¾®±ªﬀ¹0ªJ¨¨±»>­¯®wªJ¨¹X ½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨
s1
²S°¾ªA¨¾¬ÎÃ
s2
²
Êb»0­f¥§¬0¬0·¯­FÊb»0½AªJ¨¼a
ϕ1
²°±ªJ¨±¬ÎÃ
ϕ2
²¬:ªA°±´ªJ®¾®wªJ¦b®¶¹XÔ¥§·F­dWC¦0ªJ°·¯ªA¨©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨¡¿ÍÂÁA©d«>ªA¨AÃµ¥§­¯¨¶©JªA·­a
¦X ªA¨¡®&¬H³§¨±¨±­¯Æ0·FªÊb»0ª¨¾­H·¯ªA¨Æ>°±­F¦>¨
ω1,i
ªE®
ω2,i
¥L¬0¬¥§°¡®w­FªJ¦0¦0ªJ¦b® ¥§»´ÓA´ª©g©A·Fª¹0ª
στ
¬:³C»0°©d«0¥§Êb»0ª
¨±³§´¸´ªJ®i°¾½WC»0·¯­FªJ°
xi
²©ﬂXÔªJ¨¾®¾¿baM¿.¹>­F°±ªQ¨¾­
ϕ1 ∼ ϕ2 Ã 
ÕÅªA¨iªA¦>¨±ªA´Æ0·FªJ¨
Eω
¨±³C¦g®¹0³C¦>©·¯ªA¨&©J·4¥§¨¾¨±ªA¨¹X ½AÊb»0­ªc§¥L·FªA¦>©Aª¹0ª·4¥Ç°¾ªA·4¥M®w­F³§¦ ∼ °±ªJ¨¾®w°¾ªA­¯¦b®±ªA¨ a E Ã
− o −
US³C»>° W§½A¦0½J°w¥§·¯­F¨±ªJ°Ç·4¥¢°¾ªA·F¥L®w­¯³C¦¹X ½AÊb»0­ªcL¥§·FªJ¦0©AªÉ¹0½Eº¦0­Fª¨¾»0°ﬁ·Fª´³¹0ÁA·¯ªﬀ¹0»®d¥L¨ﬁ¹0ªÉ¨w¥§Æ0·¯ª§²Ñ³§¦
°±ªJ¬0°±ªJ¦0¹·F¥¹0½Jº¦>­¯®w­¯³C¦ ªA¦ ®wªJ°±´ªA¨É¹X ½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®w¨AÃ

ªJ¬HªJ¦0¹¥§¦g®q²i©JªA·4¥Ï¦0³C»>¨¼©J³C¦0¹0»>­¯® a¹0ªA»8À
°±ªJ·4¥L®±­F³C¦>¨ ¹X ½AÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦0©Jª2 *»'ngoY§no(¹0­¯ÌH½A°¾ªA¦g®wªJ¨AÃ
@,+R$'	Ä¦ﬁ¹0­¯® Êb»0ª&¹0ªA»Àﬁ©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨
ϕ
ªE®
ϕ′
¨¾³C¦g®`l&¸rsoq¨ %¬­tg¢kpbtﬃ©»ﬀ %n l«g§r-¬­t tg¢kpq©
¨±­³C¦Ï¬HªJ»>®¬¥§¨¾¨±ªA°¹0ª
ϕ
a
ϕ′
¬¥L°ﬁ»0¦0ª¨±½JÊb»0ªA¦0©Jªµ¹X ½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨ﬁªE®¹XÔ¥§¦g®w­¿y½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨Ç¹>ª
¨±³§´¸´ªJ®±¨&Ê»>ªA·F©J³C¦0Êb»0ªJ¨A² ¬0»0­®w¨!©A³§´¸¬0°¾­F¨JÃÄ¦¦>³§®wª¥§·¯³C°±¨
ϕ ./ ϕ′
Ã
^8­0³C¦©J³C¦g®w°w¥L­F¦g®·FªJ¨¨±³C´´ªJ®w¨ ¹0ª&·4¥R¨¾½AÊb»0ªJ¦0©Aª aTÓJ®w°¾ª&°±½JWC»0·F­¯ªA°¾¨A²§©ﬂXÔªJ¨¾®¡¿(aM¿y¹0­F°¾ª ¨±­0³§¦¦_XØ¥§»8®w³C°¾­F¨±ª
¬¥§¨`aﬀ½AÆ:³C»0·¯ªA°R³§» ¥§¦g®w­¿y½AÆ:³C»0·¯ªA°·Fª¬>»0­¯®±¨R¹¥§¦>¨·4¥ﬀ¨¾½AÊb»0ªJ¦0©AªÊb»0­ ¬:ªA°¾´¸ªE®Q¹0ªÇ¬0¥§¨±¨¾ªA°¹0ª
ϕ
a
ϕ′
²
¥§·¯³C°±¨&³C¦É¹0­®iÊb»0ª
ϕ
ªE®
ϕ′
¨±³C¦g®*pktgn  o¸rkt tg¢kpwl&¸rsoq¨ %¬­tg¢kpbtﬃ©g²0ªE®³C¦É¦0³§®wª
ϕ
q
./ ϕ′
Ã

ªA¨¹>ªA»8À °±ªJ·4¥L®±­F³C¦0¨¨¾³C¦g®ﬀ®w°¾­dc­4¥L·FªA´ªA¦g®¹0ªJ¨°±ªJ·4¥L®±­F³C¦>¨¹_XÔ½JÊ»>­dcL¥§·FªJ¦0©AªJ¨AÃÕË¥ °±½EÂªEÀ8­dc­®w½§²(·4¥
¨y´½J®±°±­Fª¶ªJ®Q·F¥¸®w°±¥§¦0¨¾­¯®w­ªc­¯®w½¨¾³C¦g®­F´´¸½J¹0­4¥L®±ªA¨JÃ ¤Rªﬁ¬0·F»>¨A²:ªA·F·¯ªA¨¨±³C¦g®Q¬0·¯»0¨Rº¦>ªA¨QÊb»0ªÇ·F¥ﬀ°±ªJ·4¥L®±­F³C¦
∼ ¹0½Eº¦0­¯ª¬>·F»0¨&«¥L»>®qÃ
®*¯°V'±.q²

¢  8¬­tﬃ©`n)tg¬ª %poY§¢ﬀ© ©gr-oq¨ %¢kp(tﬃ©*tg¢kpnﬃt`¬­tﬃ©`pn)§o­©`n)tg¬ª %poY§¢ﬀ©£R¹ºl&¸r-oq¨ %¬­tg¢_mﬃt`£-l	
£-l´z¢koYtﬃ© 
∀ϕ, ϕ′, ϕ q./ ϕ′ =⇒ ϕ ./ ϕ′ =⇒ ϕ ∼ ϕ′.
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢
Õ¥ ¬0°±ªJ´¸­¯ÁA°¾ªÓ°¾ªA·4¥M®w­F³§¦
q
./ =⇒ ./ ªJ¨¾®¢­¯´¸´½A¹>­4¥L®±ª ¬¥§°µ·¯ªA¨¼¹0½Jº0¦0­¯®±­F³C¦0¨¼¬0°¾½A©A½J¹0ªA¦g®±ªA¨AÃÕ¥
¹0ªJ»8À8­FÁA´ª°¾ªA·4¥M®w­F³§¦ªA¨¡®¥§»0¨¾¨±­®±°±ÁJ¨ f{¥§©A­¯·Fª§ÃT^8­
ϕ ./ ϕ′
²Ñ¥§·¯³C°±¨¶ªA¦©d«¥LÊ»>ª¼¨¾³C´´¸ªE®°¾½WC»0·¯­FªJ°
xi
²
­F·ÅªOÀ8­F¨¾®±ª¶»>¦µªA¦g®±­FªA°
ki
®wªA·Êb»0ª
ωi = σ
kiτi(ω′i)
Ã È¦¢ªJÌHªJ®A²
ki
ªJ¨¾®½JWg¥§·Ia
ei − fi ²³\[ ei e °±ªA¨¾¬ÎÃ fi j
ªA¨¡®Ç·¯ª¸¦0³§´ÇÆ0°±ª¸¹0ª2f ³§­F¨Êb»0ª·Fª¨±³§´¸´ªJ®
xi
ªJ¨¾®Ç½JÆH³§»0·F½
e
°¾ªA¨±¬<ÃÑ¥§¦g®w­`¿.½JÆH³C»>·F½$jR¹0¥§¦0¨Ç·F¥¼¨¾½AÊb»0ªA¦>©Aª
Êb»0­&¬:ªA°±´ªJ®Ç¹0ª¬¥§¨¾¨±ªA°¹0ª
ϕ
a
ϕ′
Ã¤¼X ³\[Ï·Fª°±½J¨±»0·®d¥L®Ç¬¥§°ﬁ·FªJ¨Ç¹0½Eº¦0­¯®±­F³C¦>¨Ü8ÃÜµ¬0¥%WCª©A­`¿.©J³C¦g®w°±ª
ªJ® h0Ã iﬁ¬¥%WCªﬁÙZÜCÛ8Ã

Ù gÜ
 
	 ﬀﬁﬂﬃﬀ	 !"#$ﬁ%&ﬃ'	() *	+,-ﬁ.+0/'ﬁ2143+5
R­¯¦0¨±­ ²A·FªJ¨Å©A·F¥§¨±¨¾ªA¨¹X ½AÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦0©Jª,¹0ª
q
./
¨¾³C¦g®Ë­F¦0©J·F»0¨¾ªA¨Å¹¥§¦>¨Ë©JªA·¯·FªA¨<¹0ª
./
²qªA·¯·FªA¨¿.´ÓA´ªA¨H­F¦0©J·F»0¨¾ªA¨
¹¥§¦>¨©JªA·¯·FªA¨&¹>ª ∼ Ã
: °   
Ä¦©A³C¦0¨¾­F¹0ÁJ°±ª&®w³§»MÐ¾³C»0°¾¨·Fª&´³8¹0ÁJ·Fªf¹0»¸Æ>·4¥§¨¾³C¦ﬁ¹0ªi·4¥  ­dWC»0°¾ªiÜ8Ã i¬0¥%WCªQÙ g×ÃCÕ¥  ­ WC»>°±ªiÜ8ÃØÛ¹0³C¦0¦>ª
»0¦ÉªEÀ8ªJ´¸¬0·¯ªQ¹0ªQ¹0ªJ»8À¼©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨
e
ϕ
ªE®
ϕ′
j½JÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦g®wªJ¨&¬¥§°&½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨&Êb»0­<¦0ª·Fª¨¾³C¦g®
¬¥§¨¥.c§ªA©»0¦0ªÇ®±°±³C­¯¨±­FÁJ´¸ª
e
ϕ′′
jEÃ .·ÑªA¨¡®©A·4¥L­F°RÊb»0ª·¯ªA¨©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨
ϕ
ªE®
ϕ′
¨±³§¦b®½JÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦g®wªJ¨
1 ./ 6./
ϕ ϕ′ ϕ′′
3
0 1
1
0 0
1
0
 	HÜ8ÃÛ

$iªA·4¥M®w­F³§¦¹XÔ½JÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦0©Jª
./
Ã
¬¥§°R½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®w¨ ZÎ³C¦ ¬:ªA»8®¬¥§¨±¨¾ªA°¹0ª
ϕ
a
ϕ′′
ªJ¦ ½AÆ:³C»0·4¥L¦b®»0¦0ª f ³C­¯¨·FªJ¨¨±³C´´ªJ®w¨
xa
ªJ®
xb
Ã
È¦Ï¬¥§°¾®±­F©J»0·F­¯ªA°A²ËªA·¯·FªJ¨Ç¨±³C¦g®¥§»>¨±¨±­f®w«0ªJ°±´­FÊb»0ªA´ªA¦g®½JÊ»>­dcL¥§·FªJ¦g®wªA¨JÃÈ¦Ï°±ªJcL¥§¦>©d«0ª§²ªJ·F·FªJ¨Ç¦0ª¨¾³C¦g®
¬¥§¨½AÊb»0­ªcL¥§·FªJ¦b®±ªA¨¬¥§°½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®w¨¥$c§ªA©
ϕ′′
Ã  ©Jª¶¨¡®d¥§¹>ª§²:³C¦µ¦X ªA¨¡®¬¥L¨RªA¦>©A³C°¾ª©q¥L¬¥§Æ0·¯ª¶¹0ª·Fª
¹0½J´¸³C¦g®±°±ªA°JÃ 

³C´´¸ª·Fª´¸³§¦b®±°±ª¶·Fª·FªA´´ª¨¾»0­dcL¥§¦g®A²H·¯ªA¨°±ªA·F¥L®w­¯³C¦0¨
q
./
ªJ®
./
¨±³C¦g®RªA¦ WC½J¦0½A°±¥§· ¹>­¯ÌH½A°±ªJ¦g®wªA¨J²
aﬁ´¸³§­F¦0¨&Êb»0ª
λ = 1
²³\[
λ
ªA¨¡®R·¯ª`f{¥§©J®±ªA»0°&´»0·¯®±­F¬0·¯­F©q¥M®w­df<¹0»¼´¸³¹0ÁA·¯ª§Ã
ﬃ ¤ ³§oqp
ϕ
rs¢_t mﬃ§¢.´Tµ%r-ny %poY§¢
½ 
¬­§nﬃ©
¶
ϕ
q
./ (ϕ+ kβ)
©go tgpV©$tgr-¬­t tg¢kpV©go
λ
£%oq¨$o­©$t
k.
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢
Ä¦¬:ªA»8®VcC½A°¾­¯ºªJ°+f{¥§©A­¯·FªJ´¸ªJ¦b® Êb»0ª&¨±­³C¦ﬁªEÌ<ªJ©J®±»0ª
λ
½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨¹>»¬>»0­¯®±¨Ñ¨±»0­ªc­0¹X »0¦¨±»0¬:ªA°¿
½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®&¹0ª®±³C»0¨&·¯ªA¨&¨±³§´¸´ªJ®±¨ °±½JWC»0·F­¯ªA°¾¨A²0¥L·F³C°¾¨ ³C¦°±ªE®w°¾³C»ﬀcCª·F¥Ç©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦­F¦0­®w­4¥L·Fª§ÃbÕÅªJ¨
©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨°¾½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªJ¨¼¨¾³C¦g®É©q¥§°±¥§©J®±½A°¾­F¨±½JªA¨É¬¥§°ﬀ·Fª f{¥L­¯®Êb»X ³C¦ ¬:ªA»>®ÉªEÌ<ªJ©J®w»>ªA°É·Fª¨±»0¬:ªA°¿
½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®i¹0ª´¸¥§¦0­FÁJ°±ªQ·¯½Wg¥§·¯ª§Ã
^8­
k = λm
²¥§·¯³C°±¨
ϕ + kβ
ªA¨¡®³CÆ>®wªJ¦b»0ªÉªA¦ ¥§¦g®w­`¿.¨±»>¬HªJ°¡¿.½JÆH³§»0·4¥§¦g®
m
f ³§­F¨Ç·XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fªﬀ¹0ªA¨
¨±³§´¸´ªJ®±¨&°±½W§»0·F­¯ªA°±¨JÃ¤¥§¦>¨©Jª©q¥§¨
ϕ
q
./ (ϕ+ kβ)
Ã
È¦¢°±ªgc§¥L¦0©d«0ª§²:¨±­
λ
¦0ª¹0­dc­F¨¾ª¶¬0¥§¨
k
²:¥§·F³C°¾¨i·FªA¨
k
½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨¹>»¢¬0»0­®w¨¦0ª¶©J³C°±°¾ªA¨¾¬H³C¦>¹0ªA¦g®
aﬀ¥L»0©A»0¦>ªÇ¨±½JÊ»>ªA¦0©Jªﬁ¹XÔ½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨R³C»¹XÔ¥§¦g®w­¿y½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨¹0ª¨¾³C´´¸ªE®w¨°±½W§»0·F­¯ªA°±¨JÃ:È,¦µªJÌHªJ®q²
¨±­<©%X ½J®d¥L­¯®&·¯ªQ©q¥§¨J²0ªJ®i¬¥L° ©A³C¦>¨±ªA°{cL¥L®w­¯³C¦É¹0»É¦0³C´ÇÆ0°¾ª¹0ªWC°±¥§­F¦0¨ªJ®i¹0ªQ·F¥¬H³§¨±­¯®±­F³C¦ﬀ¹0ªA¨&ÂÁJ©d«0ªA¨J²:³§¦
¨w¥L­¯®(Êb»0ªR©JªA¨½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨f¦>ª¬:³C»0°¾°w¥§­¯ªA¦g®ÓJ®w°¾ª½JÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦g®w¨(Êb»X a¶»0¦ﬀ©JªA°¾®w¥§­F¦¦0³C´Æ0°±ª¹0ª¨±»0¬:ªA°¿
½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨¹0ª·YX ªA¦>¨±ªA´Æ0·Fª¹0ªA¨&¨¾³C´¸´ªJ®±¨°¾½WC»0·¯­FªJ°±¨AÃﬀµ¥§­¯¨¬¥L° ·Fª©q¥§¨ ¬>°±½A©J½A¹0ªJ¦g®q²©AªQ¦_XÔªJ¨¾®&¬¥L¨
¬:³C¨±¨¾­FÆ0·¯ª§ÃÈ¦¼¬¥§°¾®±­F©J»0·F­¯ªA°A²
ϕ
ªJ®
ϕ+ kβ
¦0ª¨±³§¦b®¹0³§¦0©¬¥§¨&®w«0ªJ°±´­FÊb»0ªJ´¸ªJ¦b®i½JÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦g®wªJ¨AÃ
Ù \¾
^8ªA©E®w­F³§¦
 \~ sﬁ%ﬃs	$ !g"J#ﬁ%ygﬃ'	bﬃ 

¤Rª©Aªi·FªJ´¸´ª§²L³C¦¸¬:ªA»8®f¹>½A¹0»0­¯°±ªi·Fª&¦>³C´ÇÆ0°¾ª&¹0ª©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦>¨°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªJ¨¹¥L¦0¨,»0¦0ªi©A·F¥§¨±¨¾ª
¹X ½AÊb»0­ªc§¥L·FªA¦>©Aª¹0ª
./
Z
®*¯°V'±.q² ¬B 
λ
mﬃ§¢.´Tµ%r-ny %poY§¢ﬀ©¼n)lﬃmgrsnn)tg¢kpbtﬃ© »ﬀ %n2mg¬ª ©ﬃ©$t £R¹ºl&¸rsoq¨ %¬­tg¢_mﬃt £-t ¬ª Bn)t
¬ª %poY§¢
./
½
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢
Ä¦ ¨±ªﬁ¹0³C¦>¦0ªÇ»0¦0ªﬁ©J·4¥§¨¾¨±ªÇ¹_XÔ½JÊ»>­dcL¥§·FªJ¦0©Aª
C
¬:³C»0°·F¥ﬀ°±ªJ·4¥L®±­F³C¦
./
ÃÅÄ¦¢´³C¦g®w°±ª¹XØ¥LÆH³C°¾¹ Êb»0ª
|C ∩ E| ≥ λ Ã'^8³C­¯® ϕ ¹¥L¦0¨ C ÃÄQ¦¼°±½J¬HÁE®wª·FªfÐ¾ªJ»¨¾»0­dcL¥§¦g® a¬¥§°¡®w­F°¹0ª ϕ Z

³C¦É½JÆH³C»>·FªQ·FªQ¬>»0­¯®±¨A²

³C¦É°¾ªA·4¥mÀ>ª·F¥Ç©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦ÎÃ
U ¥L°¹>½Jº¦0­®w­¯³C¦Î²0·¯ªA¨i©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨&³CÆ>®±ªA¦b»0ªJ¨R·F³§°±¨&¹0ª©AªÐ¾ªA»¼¨±³§¦b®¹¥§¦>¨
C
Ã ¤Rª¬0·F»>¨A² ¥§»¼´¸³§­F¦0¨
»0¦0ª¹X ªA·F·¯ªA¨(ªA¨¡®&°±½J©A»0°¾°±ªA¦g®±ª
e
®±³C»MÐ¾³C»0°¾¨f·¯ª´ÓA´ª¥§°&WC»>´¸ªJ¦b® Z­F·¸¥Ç¥§»¸´¸³C­¯¦0¨,»0¦0ª©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦
Êb»0­Ë¥§¬0¬¥L°w¥ﬂŁ¯®i»0¦µ¦0³§´ÇÆ0°±ª­F¦8º¦0­Å¹0ªf ³C­F¨&¹0¥§¦0¨·FªÐ¾ªA»jOÃHÄQ¦¦0³§®±ª©JªJ®¾®wª©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦
ϕ1
²:ªE®R³§¦
¦0³§®±ª
ϕ2, ϕ3, . . . , ϕλ
·FªJ¨
λ− 1 ©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨i¨±»>­dcL¥§¦g®wªJ¨RÊb»0­S¥§¬0¬¥§°±¥§­F¨¾¨±ªJ¦b®¹¥§¦>¨·¯ª&Ð¾ªJ»Î²:¥§¬0°±ÁJ¨
·4¥ ¬0°¾ªA´­FÁA°¾ª³©A©J»0°±ªJ¦0©Aª¹0ª
ϕ1
ÃÈ¦¬¥§°¾®±­F©J»0·F­¯ªA°A² ©AªA¨ﬀ©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦0¨¨±³C¦g®¥L»0¨±¨¾­°¾½A©A»>°±°±ªJ¦g®wªA¨J²
©q¥L°QªA·F·¯ªA¨Q¥L¬0¬¥§°±¥§­F¨¾¨±ªA¦g®¥§¬>°±ÁA¨Q»>¦0ªﬁ©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦ °±½J©A»0°¾°±ªA¦g®±ª§ÃRU ¥§°Q·¯ªÇ©A°¾­¯®±ÁA°±ª¹0ª¤R«¥§°Q½E®wªJ¦0¹0»
e
@&«>½A³C°¾ÁA´ªﬁÜ8Ã ¾¸¬¥ﬂWCªﬀÙ 8ÙjE² ³C¦¢¨±¥§­¯®Êb»0ªÇ·F¥©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦¨±»0­ªcL¥§¦g®
ϕλ
¹¥L¦0¨R·¯ª&Ð¾ªJ»¢ªA¨¡®
ϕ1
ÃHÈ¦
¥§¬0¬>·F­FÊb»¥L¦b®Ç©AªJ®¸¥§°yWC»0´ªA¦g®2a ©d«¥§©A»>¦0ª¹>ªA¨
ϕj
²³C¦Ï´¸³§¦b®±°±ªÊb»XÔ¥§¬0°¾ÁA¨·4¥¢¬0°¾ªA´­FÁA°¾ª³8©J©A»0°¾ªA¦0©Jª
¹0ª
ϕ1
²<·FªJ¨Q©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨R¹>³C¦0¦0½JªA¨¬¥§°·¯ªÐ¾ªA» °¾ªJc­FªJ¦0¦0ªA¦g®¬:½A°¾­F³¹0­FÊb»0ªJ´¸ªJ¦b®¥§¬0°¾ÁA¨
λ
½E®d¥§¬:ªA¨ Z
(. . . , ϕ1, ϕ2, . . . , ϕλ, ϕ1, ϕ2, . . .)
Ã
Ä¦¬HªJ»>® ´³C¦g®w°¾ªA°Êb»0ªQ·¯ªA¨
λ
©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨
ϕj
¨±³C¦g® ®±³C»>®wªJ¨ ¹0­Ì<½J°±ªA¦g®±ªA¨AÃﬀU ¥§°¹0½Jº¦>­¯®w­¯³C¦ﬀ¹>ª
q
./
²Å³C¦Ó¥
(ϕ1 + (j − 1)β)
q
./ ϕj
ÃTµ¥L­F¨¬H³§»0°
2 ≤ j ≤ λ ² λ ¦0ª¹0­dc­F¨¾ª¬¥§¨ (j − 1) ²Å¹0³C¦>© ϕ1
¦X ªA¨¡®¬¥§¨®w«0ªJ°±´­FÊb»0ªJ´¸ªJ¦b®½AÊb»0­ªcL¥§·FªJ¦b®±ª a
ϕj e
ÕÅªA´´¸ª¶Ü8Ã 	¸¬0¥%WCª¬>°±½A©J½A¹0ªJ¦g®wª$jOÃÅÈ¦¢¬¥§°¡®w­¯©A»0·¯­FªA°J²
ϕ1
ªE®
ϕj
¨±³§¦b®¹0ªA¨©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦0¨¹0­Ì<½J°±ªJ¦b®±ªA¨JÃU ¥L°¨y´½J®±°±­Fª¹0»¬0°¾³CÆ0·¯ÁA´ª§²b³C¦¬:ªA»>®°±ªgf{¥§­F°¾ª©Jª
°w¥L­F¨±³§¦0¦0ªA´ªA¦g®wa¶¬¥§°¡®w­¯°f¹0ª
ϕ2
²¬0»0­¯¨¹0ª
ϕ3
²ItgpbmEÃR»ﬀº¦0¥§·Í²b³C¦ﬀ¥´¸³§¦b®±°±½Ê»>ªR·FªJ¨©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨
ϕj
¨¾³C¦g®i®w³C»>®±ªA¨i¹0­Ì<½J°±ªA¦g®±ªA¨AÃ9­F¦0¨¾­ |C ∩ E| ≥ λ Ã
Ä¦¶´³C¦g®w°¾ª(´¸¥§­¯¦b®±ªA¦¥L¦b®ÎÊ»>ª |C∩E| ≤ λ Ã^8³C­® ϕ »0¦>ª(©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦°¾½A©A»>°±°±ªJ¦g®wª(Ê»>ªA·F©J³C¦0Êb»0ª
½AÊb»0­ªcL¥§·FªJ¦b®±ª¬¥§°&½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨Pa
ϕ1
²o
½
t
½
ϕ ∈ C ∩ E ÃÄQ¦É´³C¦g®w°¾ª¥§·F³C°¾¨&Êb»0ª ϕ ªJ¨¾®ªA¦Lf{¥§­¯® »0¦0ª
¹0ªJ¨©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨
ϕj
Ãs^8³C­®
s
»0¦0ª¨±½AÊb»0ªJ¦0©AªQ¹_XÔ½JÆH³C»>·FªA´ªA¦g®±¨fªE®f¹_XØ¥§¦g®±­¿.½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨,Ê»>­:´ÁA¦>ª
¹0ª
ϕ1
a
ϕ
ÃHÄ¦¦>³§®wª
j
·4¥ﬁ¹0­Ì<½J°±ªJ¦0©AªªA¦g®w°¾ª·¯ª¦>³C´ÇÆ0°¾ª¹>ª*f ³C­¯¨iÊ»>ª·Fª¬0»>­¯®w¨iªJ¨¾®½AÆ:³C»0·F½¹¥§¦>¨
s
ªJ®i·¯ªR¦0³§´ÇÆ0°±ªQ¹>ª`f ³C­F¨f³\[É­F·:ªA¨¾®¥L¦b®±­¿y½AÆ:³C»0·F½LÃ0Ä¦É¥¥§·¯³C°±¨
ϕ
q
./ ϕj
Ã>È¦¼¬0¥§°¾®±­F©A»>·F­FªJ°A²b­F·HªEÀ8­F¨¡®wªQ»0¦>ª
¨±½JÊb»0ªA¦0©Jª
s′
¹_XÔ½JÆH³C»>·FªA´ªA¦g®±¨ÑªJ®¹_XØ¥§¦g®±­¿.½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨ ¹0ª¨±³C´´¸ªE®w¨S°±½W§»0·F­¯ªA°±¨SÊb»0­0´ÁA¦0ª ¹>ª
ϕ
a
ϕj
e
s
¬0°±­ªcC½Aª¹0ªA¨(½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨(ªJ®¥§¦g®w­`¿.½JÆH³C»>·FªA´ªA¦g®±¨¹0»ﬀ¬0»>­¯®w¨Vf{¥§­®,·YXÔ¥LÌ<¥§­F°¾ª$jEÃ\U ¥§°(©A³C´´Ç»>®w¥L®w­ªc­¯®w½L²
³C¦¢¬:ªA»8®Q©A³C¦>¨±­F¹>½A°±ªJ°Êb»0ªÇ·¯ªA¨¥L¦b®±­¿y½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®w¨³C¦g®Q·F­¯ªA»µªJ¦ ¬0°±ªJ´¸­¯ªA°¹¥§¦0¨
s′
Ã<È¦>º0¦Î²ÎÊb»0­¯®¾®wª¼a
¥mÐ¾³C»8®wªA°¶¹0ªA¨¥§¦g®w­`¿.½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨ªE®Ç·FªJ¨¶½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨©J³C°±°¾ªA¨±¬:³C¦0¹0¥§¦g®w¨A²S³C¦¬:ªA»8®Ç¨±»>¬0¬H³§¨±ªA°Ê»>ª
·FªJ¨¥§¦g®±­¿.½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨i©A³C°¾°±ªA¨¾¬H³§¦0¹0ªA¦g®*a»0¦ ©AªJ°¾®d¥L­F¦µ¦>³C´ÇÆ0°¾ª
m
¹XÔ¥§¦g®w­`¿.¨±»>¬HªJ°¡¿.½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨¹>ª
®w³§»0¨ﬀ·¯ªA¨ﬀ¨¾³C´´¸ªE®w¨°±½W§»0·F­¯ªA°±¨J²(¥§»>®w°¾ªA´ªA¦g®¹>­¯® a
mλ
½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨ﬀ¹0» ¬0»0­¯®±¨AÃÄ¦P¦0³§®±ª¢¥§·¯³C°±¨
s′′
·4¥¨¾½AÊb»0ªA¦>©Aªﬀ¹>ªA¨½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®w¨Q¹0ª
s′
Ã

³C´´ª
ϕ
ªJ¨¾®°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ª§²¨±­³§¦ÓªEÌ<ªJ©J®w»>ª
(m + c)λ
½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨¹0» ¬0»0­®w¨J²,¥$c§ªA©
c ≥ 0 ²,¥.cL¥§¦g®¸¹_XØ¥§¬>¬0·F­¯Ê»>ªA° s′′ ²³C¦ ³CÆ>®±­FªA¦g®®w³§»MÐ¾³C»0°¾¨·F¥¢´MÓJ´¸ª
©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦¤aﬀ·F¥º¦<²aﬀ¨±¥$c§³C­F°
ϕj
ÃÅÄ¦ ¬HªJ»>®Q¥L·F³C°¾¨R©d«0³C­¯¨±­¯°
c
¨±»¨w¥L´¸´ªA¦g®0WC°±¥§¦0¹¢¬:³C»0°RÊ»>ª
s′′
¨±³C­®!cL¥§·F­¯¹0ª¬:³C»0°
ϕ+ (m+ c)λβ
Ã R­F¦>¨±­Í²>³C¦¼¥BZ
ϕ+ (m+ c)λβ
s′′
 ϕj 7→ ϕj,
Ù gÛ
 
	 ﬀﬁﬂﬃﬀ	 !"#$ﬁ%&ﬃ'	() *	+,-ﬁ.+0/'ﬁ2143+5
¹X »0¦0ª¬¥§°¡®q²ªE®
ϕ+ (m+ c)λβ 7→ ϕ,
¹XÔ¥§»>®±°±ª¬¥§°¡®qÃkUS¥§°&©A³C¦,c§ªA°&W§ªA¦0©Jª>f ³C°¡®wªQ¹0ª·4¥Ç°¾ªA·F¥MÀ>¥L®w­¯³C¦Î²>³§¦¥
ϕ = ϕj
Ã ­F¦0¨¾­Í² |C ∩ E| ≤ λ Ã 
− o −
  '¯q   E  ¯ 

 
R»©A³§»0°±¨¹0ª·F¥ ¹0½A´³C¦0¨¡®w°w¥M®w­F³§¦¬0°±½J©A½J¹0ªA¦g®wªL²L³§¦¥i´³C¦g®w°¾½ÑÊb»X »0¦0ª,©A·F¥§¨±¨¾ª(¹_XÔ½JÊ»>­dcL¥§·FªJ¦0©Aª¬:³C»0°
·4¥Ç°¾ªA·F¥L®w­¯³C¦
q
./
©J³C¦g®wªJ¦¥§­¯®¥L»¼¬>·F»0¨&»0¦>ª©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦°¾½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªLÃHÕÅª0f{¥§­® Êb»X ªA·F·¯ªQªA¦¼©A³C¦g®±­FªA¦>¦0ª
¥§» ´³C­F¦0¨R»0¦0ª§²<ªA¨¾®­¯¨±¨±» ¹0» ¨±ªJ´¸¬>­¯®wªJ°±¦0ªJ·¥§°yWC»0´ªA¦g®a¬¥§°¡®w­F°R¹0»ﬀÐ¾ªA» Êb»0­©A³C¦>¨±­F¨¡®wªL²Å©AªJ®¾®wª f ³C­¯¨A²
a¸½JÆH³§»0·FªJ°
λ
f ³C­¯¨i·Fª¬0»0­®w¨ªJ® a¸ªJÌHªA©E®w»0ªJ°R·F¥°¾ªA·4¥mÀ0¥M®w­F³§¦¼¹>ª·4¥ﬁ©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦¼³CÆ>®±ªA¦b»0ª§Ã<È¦ f{¥§­®q²
¬0·¯»0¨ Êb»X »0¦ﬁÐ¾ªJ»Î²>©JªQ¬0°±³©AªJ¨±¨¾»0¨ªJ¨¾®i¬0°¾½A©J­F¨±½J´¸ªJ¦g®i·4¥>c§ªA°±¨¾­F³C¦É½E®wªA¦>¹0»0ª¥§»´³8¹0ÁJ·FªÂÁA©d«0ªO¿.«¥L»>®wªJ»0°
¹0ª·YXÔ¥§·dWC³C°±­®w«0´ªi®w«0ªJ°±´­FÊb»0ª
e
@&«>½A³C°¾ÁA´ªÜÃ¯Ùm×%jEÃ
®*¯°V'±.q²' ¬    r-¢_tEtgpPrs¢_t>©$tgrs¬­tEmﬃ§¢.´Tµ%r-ny %poY§¢n)lﬃmgrsnn)tg¢kp(t »ﬀ %n mg¬ª ©ﬃ©$t £R¹ºl&¸r-oq¨ &
¬­tg¢_mﬃt>£-t*¬ª 2n)tg¬ª %poY§¢
q
./
½
 k s'  ^8­
ϕ
ªA¨¾®»0¦>ª©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦Î² ³C¦Ï¦0³L®wª
ϕ˜
·XÔ»0¦>­FÊb»0ª©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦°¾½A©A»>°±°±ªJ¦g®wª
®w«>ªA°±´­FÊb»0ªJ´¸ªJ¦g®i½AÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦g®wª*a
ϕ
²ªE® Pq(ϕ) ·F¥©J·4¥§¨¾¨±ª¹X ½AÊb»0­ªc§¥L·FªA¦>©Aª¹0ª ϕ ¬H³C»>° q./ Ã
	¦0ª c§ªA°±¨¾­F³C¦ ½J®±ªA¦0¹>»0ª¸¹>ª·XØ¥L·­WC³C°¾­¯®±«0´¸ª®w«>ªA°±´­FÊb»0ª
e
@&«0½A³§°±ÁA´ªÉÙCÃ É¬0¥%WCª h,i,jR¦>³C»0¨¹0³C¦0¦>ª
»0¦¼´¸³$§ªA¦¥§·­WC³§°±­¯®±«0´­FÊb»0ª¹0ª©q¥§·¯©A»0·¯ªA°
ϕ˜
a¬¥§°¾®±­F° ¹>ª
ϕ
Ã


¯   
 
¯

E

¯ 

   ﬃﬂﬁ! "		³§oqp
ϕ
rs¢_tLmﬃ§¢.´Tµ%r-n& %poY§¢
½ 
¬­§n)©
¶
oq¬ty·\o­©gpbtrs¢ tg¢kpoYtgn
k
pbtg¬R¸rt 
ϕ+ k λβ 7→ ϕ˜.

ªf®±«0½A³C°¾ÁA´ªfªJ¨¾® »0¦©J³C°±³C·¯·4¥§­¯°±ªÑ¹>ªA¨ ¦>³C´ÇÆ0°¾ªA»8À°¾½A¨±»>·¯®d¥M®w¨Ë¬0°±½J©A½A¹>ªA¦g®w¨JÃg¤Rª´ÓA´ª,Êb»0ª¬:³C»0°·Fª
®w«>½A³C°¾ÁA´ª(³§°±­ W§­F¦¥§· ²J³§¦¶¬:ªA»>®Ë·¯ª(°±¥ ¦0ªA°JÃU ¥§°ËªEÀ8ªJ´¸¬0·¯ª§²Z¨¾­³§¦¶¨¾ªf°¾ªA¨¾®±°±ªJ­F¦g®Ta·XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fª,¹0ªJ¨S©J³C¦>º>¿
WC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨¬H³§¨±­¯®±­dc§ªA¨A²©ﬂXÔªJ¨¾®¾¿baM¿.¹>­F°±ª2a·XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ªﬀ¹0ªJ¨©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨¹0³C¦g®Ç·¯ªA¨¶©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦0¨¡¿
WC°±¥§­F¦0¨¨±³C¦g®Q¬:³C¨¾­¯®w­ªcCªJ¨A²:³C¦¢¬:ªA»>®Q´³C¦g®w°¾ªA°Ê»>ª
k
ªA¨¡®Q´¸¥mÐ¾³C°±½¶¬¥§°»0¦¢ªA¦g®±­FªA°
K
Ê»>­Ñ¦0ªÇ¹0½J¬HªJ¦0¹
Êb»0ªﬀ¹>»Ò´¸³¹0ÁJ·Fª§ÃÈ¦ÒªEÌ<ªE®q²Ë­F·,¨±» ®¹0ªﬀ¬>°±ªA¦>¹0°±ª¸¬H³C»>°
K
·F¥LcL¥§·¯ªA»0°´ﬀ¥mÀ>­¯´ﬀ¥L·FªÇ¹0ª
k
¬:³C»0°·FªJ¨
©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨&¹0³§¦b®·¯ªA¨&©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨¿bWC°±¥§­F¦0¨¨±³C¦g®¦b»0·F·¯ªA¨AÃ
− o −
  ±.±A  

T   -ﬀ °V R¯
q
./
,8$¯.s  ±  -± V   -±
ÕVXØ¥§·dWC³C°¾­¯®w«>´¸ªÉ®w«0ªJ°±´­FÊb»0ª¢¬:ªA°¾´¸ªE®É¹0³C¦0© ¹>ª ¹0½J®±ªA°±´­F¦>ªA°·F¥©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦ °±½J©A»0°¾°±ªA¦g®±ª ¹>ª
©d«¥§Êb»0ª©A·F¥§¨±¨¾ª¹XÔ½JÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦0©Jª¬:³C»0°
q
./
ÃI¥§­F¨¨±­©ﬂXÔªJ¨¾®·Fªﬁ©A¥§¨A²©ﬂXÔªJ¨¾®¬¥§°¾©AªÊ»>ª©JªA¨©A·F¥§¨±¨¾ªA¨³C¦g®
¹0ªJ¨¬0°¾³C¬0°±­¯½J®±½A¨Æ0­FªJ¦¬¥L°¾®w­¯©A»0·¯­FÁJ°±ªA¨JÃI^8­
ϕ
ªA¨¾®»0¦0ª©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦Î²¥§·¯³C°±¨Q·F¥¼©J·4¥§¨¾¨±ª Pq(ϕ) ¹0ª ϕ
¬:³C»0°
q
./
ªJ¨¾®ªA¦Lf{¥§­®&´Ç»0¦0­¯ªQ¹X »0¦0ª¨¾®±°±»0©E®w»0°¾ª®±°±ÁA¨!f ³C°¡®wª8Z
®*¯°V'±.q² ! ³o
ϕ
tﬃ©gp_r-¢_t mﬃ§¢.´Tµ%r-ny %poY§¢
¶
Pq(ϕ) tﬃ©gpr-¢_t pn)tgoq¬q¬ o­©!£%o­©gpno«r-po  oq¢.´z¢ko\»k§rsn
¬ª  n)tg¬ª %poY§¢¤£-t mﬃ§rs¨%tgnprsn)t¼¸rkt mﬃ§¢ﬀ©gpoqprkt*¬ª  nﬃtg¬ª %poY§¢]£R¹ºl«g§r-¬­t tg¢kp £R¹ rs¢ ©$§  tgpzn)lYµ%r-¬ oYtgn
½
Ù 
^8ªA©E®w­F³§¦
 \~ sﬁ%ﬃs	$ !g"J#ﬁ%ygﬃ'	bﬃ 
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢
U ¥§°f¹0½Jº0¦0­¯®±­F³C¦Î²b¬:³C»0°(©d«¥§Êb»0ªQ©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦³C¦¬:ªA»>®½AÆ:³C»0·¯ªA°(·FªA¨
n
¨¾³C´¸´ªJ®±¨f°¾½WC»>·F­FªJ°±¨J²³§»
·FªJ¨R¥L¦b®±­¿y½AÆ:³C»0·FªJ°¥§»>®d¥L¦b®¹0ª*f ³C­F¨iÊb»0ª·XÔ³§¦ cCªJ»>® :³C¦¢°¾ªA¨¾®±ª¹¥L¦0¨ Pq(ϕ) Ã  ªE®±®wª¶©A·F¥§¨±¨¾ªªA¨¡®¹0³§¦0©
­F¨¾³C´³C°±¬0«>ª¥§»®w°±ªJ­F·¯·F­F¨&¹>­F¨¾®±°±­¯Æ0»>®w­ªf
Zn
¬H³§»0°R·F¥¸°±ªJ·4¥L®±­F³C¦¼¹X ½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®R¹_XÔ»0¦ ¨¾³C´´¸ªE®R°¾½WC»0·¯­FªJ°AÃ

Ä¦µ¥¥§»>¨±¨±­Å»>¦°¾½A¨±»>·¯®d¥M®i­F´´¸½J¹0­4¥L®¨±»0°i·F¥®d¥§­¯·F·Fª¹0ªA¨¥§¦g®w­`¿.©d«¥Ł4¦0ªJ¨ ¹0»É®w°±ªJ­F·¯·F­F¨ Pq(ϕ) Z
®*¯°V'±.q²   ³o ¬­t# §£g¬­tB ,£& tgpw»'¬ r©B£-t £-tgr%·]©$§  tgp©EnﬃlYµ%r-¬ oYtgn)©
¶
 %¬­§n)©L¬­tﬃ©  %¢kpo 
mﬃﬀ %¡q¢_tﬃ©>£%rBpn)tgoq¬q¬ o­© Pq(ϕ) ©$§¢kp oq¢.´z¢koYtﬃ©
½
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢ 2^8³C­®
x1 6= x2 ¹0ªJ»8À¨±³C´´ªJ®w¨°¾½WC»>·F­FªJ°±¨¹0»´³8¹0ÁJ·FªL²CªJ® ϕ »0¦0ªi©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦ÎÃ
US³§»0°
j ≥ 1 ²8³§¦ﬀ¦0³§®±ª sj »>¦0ªR¨¾½AÊb»0ªA¦>©AªQ¹0ª j ½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨¹0ª x1 ªJ® j ¥L¦b®±­¿y½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®w¨,¹0ª x2 Ã
Ä¦ﬀ¦0³L®wª¥§·F³C°¾¨
ϕj
·4¥©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦³CÆ>®wªJ¦b»0ª`a¬¥§°¡®w­F°,¹0ª
ϕ
¥L¬0°±ÁJ¨f·XØ¥§¬>¬0·F­¯©q¥L®±­F³C¦Ç¹>ª·F¥¨¾½AÊb»0ªA¦>©Aª
sj
ÃR·F³§°±¨A²>·FªA¨
ϕj
¨±³C¦g®i®w³§»>®wªJ¨¹0¥§¦0¨ Pq(ϕ) ²¨±³§¦b®i®±³C»>®wªJ¨i¹0­¯ÌH½A°¾ªA¦g®wªJ¨A²ªJ®³C¦g®i´ÓA´ªQ°w¥§¦ﬀW0Ã¤¼X ³\[
·FªQ°¾½A¨¾»0·¯®w¥L®qÃ


ª°±½A¨¾»0·¯®w¥L®&ªJ¨¾®i­F´´½A¹0­F¥L®(¹¥§¦0¨&·F¥´¸ªJ¨±»0°¾ªQ³\[É³C¦É¥Ç´³C¦g®w°±½R¹¥§¦0¨&·F¥Ç¹0½A´³C¦0¨¡®w°w¥M®w­F³§¦¹0ªQ·4¥
U°±³C¬:³C¨¾­¯®w­¯³C¦ Ü8ÃÙ$i¬¥%W§ªﬁ©A­¿y©A³C¦g®±°±ª§²<Ê»>ª Pq(ϕ) ½E®d¥§­®Q­F¨¾³C´¸³§°±¬0«0ª a Zn ²<¨±­ n ªA¨¡®·FªÇ¦0³§´ÇÆ0°±ªﬁ¹>ª
¨±³§´¸´ªJ®±¨&°±½W§»0·F­¯ªA°±¨&¹>»´³8¹>ÁA·FªLÃ
	¦>ª ¥§»>®±°±ªf©A³C¦0¨¾½AÊb»0ªJ¦0©Aªi¹0ªf·4¥ U,°¾³C¬:³C¨±­®w­F³§¦ÇÜ8ÃÙ$i¬¥%WCªf¬0°±½J©A½A¹>ªA¦g®wª&ªJ¨¾®Êb»0ª Pq(ϕ) ªA¨¡®»0¦®±°±ªA­¯·F·¯­F¨
µ%ny ,£%rl³§»~ny %¢-µ-lEÃ
®*¯°V'±.q²s
ﬀ
 Bmg¬ª ©ﬃ©$t Pq(ϕ) tﬃ©gp r-¢¤pn)tgoq¬q¬ o­© WC°w¥§¹>»0½B§r¢°±¥§¦WC½
½ 
¢2»k§$©$t
rang(ϕ˜) = 0.

ª°±½A¨¾»0·¯®w¥L®&ªJ¨¾®i»0¦¼©A³C°¾³C·F·F¥§­F°¾ªi¹0ªQ·4¥ U°±³§¬H³C¨¾­¯®±­F³C¦ÉÜÃ¯Ù$iÇ¬0¥%WCªQ©A­`¿.©J³C¦g®w°±ªLÃ .·ÎªJ¨¾®¥§·¯³C°±¨f¦¥L®w»>°±ªA·
¹0ª¨±­¯®±»0ªA°f·Fª°w¥§¦ﬀW
0
a«¥§»>®±ªA»0° ¹>ªR·4¥©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦ﬀ°¾½A©A»>°±°±ªJ¦g®wª¹0ªR·4¥©A·4¥L¨±¨±ªL²>©A¥§°ªJ·F·Fªi©J³C¦0¨¾®±­¯®±»0ª
»0¦¢°¾ªA¬:ÁA°¾ªÇ©q¥§¦>³C¦0­FÊb»0ª¶¹¥§¦0¨©AªE®±®wª¶©A·F¥§¨±¨¾ª§ÃÅÄ¦¦0³§®wª¥§·F³§°±¨
D
·XÔ³§°±¹0°¾ª¥§­¯¦0¨±­¹0½Eº¦0­ Z
ϕ2 D ϕ1
¨X ­F·
ªEÀ8­¯¨¾®wª»0¦>ª¨¾½AÊb»0ªJ¦0©AªÇ¹_XÔ½JÆH³C»>·FªA´ªA¦g®±¨&¹0ª¨±³C´´¸ªE®w¨i°±½JWC»0·¯­FªA°¾¨
s
®±ªA·F·¯ªÊb»0ª
ϕ2
s
 → ϕ1 Ã
Ä¦ ¬HªJ»>®QªEÀ8¬0·¯­F©J­¯®wªJ°R¬0·¯»0¨¬0°¾½A©J­F¨±½J´¸ªJ¦g®QªA¦ Êb»0³C­S©A³C¦0¨¾­F¨¡®wªA¦g®·¯ªA¨Æ:³C°±¦>ªA¨­¯¦ﬀf ½A°¾­FªA»>°±ªªE®Q¨±»>¬H½O¿
°±­¯ªA»0°¾ª¹0ª¹0ªA»8À¼©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦>¨
ϕ1
ªE®
ϕ2
¹X »0¦0ª´ÓA´ªQ©A·4¥L¨±¨±ª¹X ½AÊb»0­ªc§¥L·FªA¦>©Aª¬H³§»0°
q
./
Ã'^8­
s
ªA¨¡®
»0¦0ª¨±½AÊb»0ªJ¦0©Aª¹X ³C¬:½A°±¥L®w­¯³C¦0¨RÊb»0­S¬HªJ°±´ªJ®R¹0ªÇ¬¥§¨¾¨±ªJ°Q¹0ª
ϕ1
a
ϕ2
²H³§¦¢¦0³§®±ª
s−
·4¥ﬀ¨¾½AÊb»0ªJ¦0©Aª¹0ªJ¨
½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨i¹0ª
norm(s)
ªJ®
s+
·F¥¨¾½AÊb»0ªJ¦0©Aª¶¹0ªA¨¥§¦g®w­`¿.½JÆH³C»>·FªA´ªA¦g®±¨&¹0ª
norm(s)
Ã Ä¦µ¥¥§·¯³C°±¨0Z
ϕ1 ∧ ϕ2 = ϕ−, ¨¾­ ϕ1 s
−
 → ϕ−
ϕ1 ∨ ϕ2 = ϕ+, ¨¾­ ϕ1 s
+
 → ϕ+
¤Rª´ÓA´ª§²0³C¦¥@Z
ϕ2
s+
 → ϕ− ªJ® ϕ2 s
−
 → ϕ+
: °  d
ÕVXÔªOÀ8ªA´¬0·Fª¨¾»0­dcL¥§¦g®©J³C¦0©AªJ°±¦0ª·¯ª´³8¹0ÁJ·Fª a¢¹0ªA»8À¨±³C´´¸ªE®w¨Ç°¾½WC»>·F­FªJ°±¨¶¹0ª·4¥ S­ WC»0°¾ªÉÜ8Ã ¢¬¥%WCª
¨±»>­dcL¥§¦g®wªLÃËÄQ¦Ó´¸³§¦b®±°±ªﬁ»0¦>ª¸¬¥L°¾®w­¯ªﬁ¹0»Ó®±°±ªJ­F·F·¯­F¨ Pq(ϕ1) ÃÕË¥©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦ °±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ªﬀ¹0ª©AªE®±®±ª
©A·F¥§¨±¨¾ªµªJ¨¾®ªJ¦ f{¥§­¯®¬0°¾½A¨¾ªA¦g®wªZ(­F·i¨XÔ¥%WC­®ﬀ¹>ª
ϕ−
ÃÄ¦ ¥Ó®±°w¥§©J½µªA¦ WC°w¥§¨¸ªJ®2cCªA°¡®·FªJ¨ﬀ¥L°ÓJ®±ªA¨Êb»0­
Ù  	
 
	 ﬀﬁﬂﬃﬀ	 !"#$ﬁ%&ﬃ'	() *	+,-ﬁ.+0/'ﬁ2143+5
τa = 2
τb = 2
ϕ+
ϕ−
ϕ1
ϕ2
a b
0
0
1
1
1
1
2
3
3
3
4
4
5
5
5
6
6
7
7
−1
−1
−1
−1
−2
−3
−3−4
−4
 	HÜ8Ã 

³§°±¦0ªJ¨¨¾»0¬:½A°±­¯ªA»0°¾ª¶ªE®i­F¦ﬀf ½J°±­¯ªA»0°¾ªQ¹0ª¹0ªA»8À¼©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦>¨AÃ
©A³§°±°±ªJ¨±¬:³C¦0¹0ªJ¦g® a¹0ªA¨½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®w¨QcL¥§·¯­F¹0ªJ¨AÃÕÅª°±½J¨±ªq¥L»¹0ª©AªJ¨i¥§°ÓE®wªJ¨ ªA¨¡®&»0¦0ª»>¦0­F³C¦ﬀ¹0ªR®w°¾ªA­¯·F·F­¯¨
Õ¤Ã:ÕÅªA¨R©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦>¨¨¡®d¥§Æ>·FªA¨¨±³§¦b®R·FªJ¨©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦>¨Êb»0­¦X ³C¦g®¥L»0©A»0¦>ªÇ¥§°­ÓJ®wªªA¦4WC°w¥§¨iªE®
cCªJ°¾®f¥§·¯·4¥§¦g®c§ªA°¾¨f·¯ª&Æ¥§¨AÃÄ¦¬:ªA»>®,¨JXÔ­¯¦b®±½A°¾ªA¨±¨¾ªA° aQ·4¥Æ:³C°±¦0ªi­¯¦ﬀf ½A°¾­FªA»>°±ª ªE®f¨¾»0¬:½A°±­¯ªA»0°¾ª&¹0ª
ϕ1
ªJ®
ϕ2
Ã
US³§»0°R©JªA·4¥8²:³§¦µ®w°¾³C»ﬀcCª¶»0¦0ª¶¨±½AÊb»0ªJ¦0©Aª¹X ³C¬:½A°±¥L®w­¯³C¦0¨i°±½JWC»0·F­¯ÁA°¾ªA¨Ê»>­ ¬:ªA°±´ªJ®¹0ª¶¬¥§¨±¨¾ªA°¹>ª·YX »0¦0ª
Ù 	
^8ªA©E®w­F³§¦
 \~ sﬁ%ﬃs	$ !g"J#ﬁ%ygﬃ'	bﬃ 
aﬁ·YXÔ¥§»>®±°±ªQ©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦ÎÃ^­Å³C¦É¬0°±ªJ¦0¹
s = 〈xa, xb, xa, xa, xb〉,
¬¥§°&ªOÀ8ªA´¬0·FªL²³C¦¼¥Æ0­¯ªA¦]Z
ϕ1
s
 → ϕ2.
R·¯³C°±¨J²
norm(s) = 〈xb, xb, xa〉
ªA¨¡®ªA¦Lf{¥§­¯®&»>¦0ª¶¬>·F»0¨&¬:ªJ®±­¯®wªQ¨¾½AÊb»0ªJ¦0©Aª¶Ê»>­Ë¬:ªA°¾´¸ªE®i¹0ª¬¥§¨¾¨±ªA°i¹0ª
ϕ1
a
ϕ2
Ã:Ä¦¼¥¹>³C¦0©8Z
s− = 〈xb, xb〉 ªJ® s+ = 〈xa〉,
s− = 〈xb, xb〉 ªJ® s+ = 〈xa〉,
Õ¥ Æ:³C°¾¦0ª ¨±»0¬:½A°¾­FªA»>°±ª§²i°¾ªA¨±¬<ÃÆ:³C°±¦>ª ­¯¦ﬀf ½A°¾­FªJ»0°±ªL²&¹0ª
ϕ1
ªE®
ϕ2
ªA¨¡®µ¦>³§®w½Jª
ϕ+
²&°±ªA¨¾¬ÎÃ
ϕ−
ÃiÈ¦
¬¥§°¡®w­¯©A»0·¯­FªA°J²8³§¦µ¥ﬁÆ0­¯ªA¦~Z
ϕ1
s+
 → ϕ+ ªE® ϕ1 s
−
 → ϕ−,
ϕ2
s−
 → ϕ+ ªE® ϕ2 s
+
 → ϕ−.
È¦ f{¥§­®q²
ϕ−
ªJ¨¾®ﬀ·4¥ ©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦ °±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ª¢¹0ª·4¥Ó©J·4¥§¨¾¨±ªLÃQUS¥§°ﬀ©J³C¦,cCªA¦g®±­F³C¦Î²f³C¦ ¹>³C¦0¦0ª»0¦
°w¥L¦W
0
aÒ·XÔ»0¦>­FÊb»0ªµ©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦ °±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wª ¹>» ®±°±ªJ­F·F·¯­F¨J²wo
½
t
½
rang(ϕ−) = 0
Ã ·F³C°¾¨A²(³C¦ ¥
rang(ϕ2) = 1
²
rang(ϕ1) = 2
ªJ®
rang(ϕ+) = 3
¹¥§¦>¨©JªJ®ªEÀ8ªJ´¸¬0·¯ª§Ã 
− o −
Ä»>®w°¾ª·4¥Ç¬0°¾³C¬0°±­¯½J®±½Q¹0ªQ®w°±ªJ­F·¯·F­F¨J²8·XÔ³§°±¹0°¾ª
D
¥§¹0´ªJ®i·F¥Ç©q¥§°±¥§©J®±½A°±­¯¨¾®±­FÊb»0ª¨±»0­ªcL¥§¦g®wª Z
®*¯°V'±.q² 
ﬀ
¹º§ny£%n)t
D
»ﬀ ©ﬃ©$t 	 ¬ª 2n)tg¬ª .· %poY§¢ 
ϕ2 D ϕ1 =⇒ ϕˆ2 D ϕˆ1.
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢
^8³C­®
s
»>¦0ª¸¨¾½AÊb»0ªJ¦0©Aª¹_XÔ½JÆH³C»>·FªA´ªA¦g®±¨¶¹0ª¸¨±³C´´ªJ®w¨°¾½WC»0·¯­FªJ°±¨Êb»0­,´¸ÁJ¦0ª¸¹>ª
ϕ2
a
ϕ1
Ã^³C­¯®
s2
²:°±ªA¨¾¬ÎÃ
s1
²:»0¦0ªÇ¥$cL¥§·F¥§¦0©d«0ª¶¹0ª
ϕ2
²H°¾ªA¨¾¬ÎÃ
ϕ1
Ã ·F³C°¾¨
shot(s2) ⊆ shot(s1) ∪ shot(s) Ã_^8­F¦>³C¦Î²
³C¦ ¬:ªA»>®©A³C¦0¨¾­F¹0½J°±ªJ°Q·FªÇ¬0°¾ªA´­FªJ°R½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®Q¹0ª
s2
Êb»0­S¦XØ¥L¬0¬¥§°±¥§­F¨¾¨±ªﬁ¬¥§¨R¹¥§¦0¨
s.s1
Ã

³C´´¸ª
®w³§»0¨&·FªJ¨ ½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨ ¬>°±½A©J½A¹0ªJ¦g®w¨¥§¬0¬¥§°±¥§­F¨¾¨±ªJ¦b®A²0³C¦¬:ªA»>®i·¯ªA¨ °¾½q¥§·¯­F¨¾ªA°AÃﬀµ¥§­¯¨&¥§·¯³C°±¨ ³§¦É¥§°±°¾­dcCª`a
·4¥´ÓA´ªÇ©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦Î²HªJ®¹0³§¦0©8a·4¥´ÓA´ªÇ­F¦>¨¾®d¥LÆ0­F·¯­¯®w½LÃ:ÕzX ½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®0f{¥§­®¹0³C¦>©ﬁ¬¥§°¾®±­FªÇ¹>ª
s1
²0©JªÊb»0­Î©A³§¦b®±°±ªJ¹0­¯®&·XÔ«,¬:³§®w«0ÁJ¨±ªLÃ R­¯¦0¨±­ ²
shot(s2) ⊆ shot(s1)∪ shot(s) ²8ªJ®&¬0¥§° ©A³§¦0¨±½JÊ»>ªA¦g®
ϕˆ2 D ϕˆ1
Ã


ªA·F¥ﬁ¦0³C»0¨i¬:ªA°±´ªJ®i¹>ª¶©A¥§°w¥§©E®w½J°±­F¨¾ªA°&·¯ªA¨i©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨&°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ªA¨¹X »0¦0ª¶¥§»>®w°¾ª´ﬀ¥§¦>­FÁA°¾ª Z
®*¯°V'±.q²  
ﬀ
tﬃ©]mﬃ§¢.´Tµ%r-n& %poY§¢ﬀ©Ln)lﬃmgr-ngn)tg¢kpbtﬃ©L©$§¢kp¼¬­tﬃ©¤mﬃ§¢.´Tµ%r-n& %poY§¢ﬀ©E©gpY ,«¬­tﬃ©   .·\o 
  %¬­tﬃ©w»k§r-n¬&¹º§n&£%n)t
D
½
Ù 	>Ù
 
	 ﬀﬁﬂﬃﬀ	 !"#$ﬁ%&ﬃ'	() *	+,-ﬁ.+0/'ﬁ2143+5
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢
Ä¦¨±¥§­¯®i¹0½.Ð&aÊb»X ­F·¥»0¦>ªªE®R»>¦0ª¨±ªA»>·Fª©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦É°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wª¶¬¥§°
q
./
¿.©J·4¥§¨¾¨±ªL²o
½
t
½
¬¥L°
©A³§´¸¬:³C¨w¥L¦b®±ª©A³C¦0¦>ªEÀ8ªﬀ¬:³C»0°
D
ÃËÕª8f{¥§­®Ê»>ª¸·¯ªA¨©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦0¨Q°±½J©A»0°¾°±ªA¦g®±ªA¨Ç¨¾³C­FªJ¦b®·¯ªA¨©A³C¦>º8¿
WC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨¨¡®d¥§Æ>·FªA¨R´ﬀ¥MÀ8­¯´ﬀ¥§·¯ªA¨¬H³§»0°©AªE®³C°±¹>°±ªﬁªA¨¡®»0¦0ªﬁ©J³C¦0¨±½JÊb»0ªA¦0©Jªﬀ¹0­¯°±ªJ©J®wª¹0ªﬁ·YXÔ¥§·­W§³C°±­®w«0´ª
®w«>ªA°±´­FÊb»0ª
e
@&«0½J³C°±ÁJ´¸ªÜ8ÃÙm×¬¥ﬂWCªÇÙ \jEÃ0È¦ÉªJÌHªJ®A²0¨±³§­¯®
ϕ
»0¦>ªQ©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªL²ªJ®
ϕ′
»0¦0ª&©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦¨¾®d¥LÆ0·Fª®±ªA·¯·FªÊb»0ª
ϕ′Dϕ
ÃbÄ¦ﬁ¬:ªA»>®®±°±³C»scCªA°»>¦ﬁªA¦g®w­¯ªA°
k
®wªJ·>Êb»0ª
ϕ+kλβDϕ′
Ã
È¦ªJÌHªJ®q²
λ
½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨Ñ¹>»¬>»0­¯®±¨Ñ©A³C°¾°±ªJ¨±¬:³C¦0¹0ªJ¦b® aQ»0¦¥§¦g®w­`¿.¨¾»0¬HªJ°¡¿y½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®Ñ¹0ª&·XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fª
¹0ªJ¨Ñ¨±³C´´ªJ®w¨S°±½JWC»0·F­¯ªA°¾¨A²m¹0³C¦0©Qa¥§»Ç´³C­¯¦0¨S»>¦ﬁ¥§¦g®w­`¿.½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®Ë¹0ª ©d«¥LÊ»>ª&¨±³C´´¸ªE® °¾½WC»>·F­FªJ°AÃ^8­
s
ªA¨¡® »0¦0ªR¨±½AÊb»0ªJ¦0©AªQ¹_XÔ½JÆH³C»>·FªA´ªA¦g®±¨Êb»0­<´ÁA¦>ªR¹0ª
ϕ+ kλβ
a
ϕ′
²>¥§·¯³C°±¨J²b©A³C´´¸ª
ϕ+ kλβ 7→ ϕ ²
³C¦É¥
ϕ′ 7→ ϕ ¬¥§° ·F¥ U°±³C¬:³C¨±­®w­¯³C¦ h0ÃÙCÙQ¬¥ﬂWCªÇÙmÛ 8Ãkµ¥§­¯¨ ©A³§´¸´ª ϕ′ ªJ¨¾®i¨¾®w¥§Æ0·¯ª§² ϕ = ϕ′ ²0¹X ³\[·Fª
°±½J¨±»0·®d¥L®AÃ

− o −
Ä¦°±¥§¬0¬:ªA·¯·Fª·F¥ﬁ¤R½Jº¦>­¯®w­¯³C¦Lh0ÃÙ ﬁ¬¥%WCªﬁÙmÛ ¹>ª·XÔ³§°±¹0°¾ª  Z
∀ϕ1, ϕ2, ϕ2  ϕ1 ¨±­ ϕ2  ϕ1.
­¯ªA¦É¨ 0°J²©AªE®±®wª°±ªJ·4¥L®±­F³C¦ﬀ¹XÔ³§°±¹0°¾ªªJ¨¾®¬0·F»>¨ º¦0ªÊb»0ª
D
Z
ϕ2  ϕ1 =⇒ ϕ2 D ϕ1. e Ü8Ã¯Ù§Ã¯Ùj
U ¥L°·4¥0U°±³C¬:³C¨¾­¯®w­¯³C¦ h0ÃÙm×R¬¥%W§ªÙZÛ8ÙC²§³§¦¬:ªA»8®f´ÓA´ª ¹0­¯°±ª&Êb»0ªi·Fª!W§°w¥§¬0«>ª&¹0ªi©A³C»ﬀc§ªA°¡®w»0°¾ª¹>ª  ¥§»
¨±ªJ­F¦¹X »0¦0ªQ©J·4¥§¨¾¨±ª Pq(ϕ) ªJ¨¾®&»>¦0ªQ»0¦0­¯³C¦¹0ªR®±°±ªJ­F·F·¯­F¨ Õ¤Ã0È¦¬¥L°¾®w­¯©A»0·¯­FªJ°A²b³C¦É¥¬¥L° ¹0½Jº0¦0­¯®±­F³C¦ Z
®*¯°V'±.q² 
ﬀ
tﬃ©!mﬃ§¢.´Tµ%r-ny %poY§¢ﬀ©+©gpY ,«¬­tﬃ©+©$§¢kp'¬­tﬃ©wmﬃ§¢.´Tµ%r-n& %poY§¢ﬀ© oq¢ko   %¬­tﬃ©»k§rsnz¬&¹º§ny£%n)t

½

ªÊb»0­­F´¬0·F­¯Ê»>ª¼Z
®*¯°V'±.q²  ³§oqp
ϕ
tgp
ϕ′
£-tgrﬂ·Bmﬃ§¢.´Tµ%rsny %poY§¢ﬀ©*£, %¢ﬀ©r-¢_t'%$ t>mg¬ª ©ﬃ©$t*£R¹ºl&¸r-oq¨ %¬­tg¢_mﬃt
»k§r-n*¬ª  nﬃtg¬ª %poY§¢
q
./
¶
 %¬­§n)©
ϕ′  ϕ =⇒ ϕˆ′ = ϕˆ.
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢

ªJ®¾®wª¬0°±³C¬>°±­F½E®w½QªJ¨¾®i®w°¾ÁA¨¨±­F´¬0·¯ª§Ã

³§´¸´ª
ϕ′  ϕ ²­¯·ÎªEÀ8­¯¨¾®wª»0¦>ª¨¾½AÊb»0ªJ¦0©Aª¶¹XÔ½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨
cL¥§·F­¯¹0ª¬:³C»0°
ϕ′
Êb»0­´¸ÁJ¦0ª*a
ϕ
a¬¥§°¡®w­F°¹0ª
ϕ′
Ã'µ¥§­¯¨i¥§·F³§°±¨A²>³C¦¬:ªA»8®®±°±³C»scCªA°»0¦0ª¥.cL¥§·4¥L¦0©d«0ª
s′
¹0ª
ϕ
Êb»0­Å¥§¹>´¸ªE®
ϕ
©A³C´´ª©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦­F¦g®±ªA°±´½A¹>­4¥§­¯°±ª§ÃÕ¥º¦É¹0ªQ·XØ¥.cL¥§·4¥L¦0©d«0ªªJ¨¾®¥§·¯³C°±¨ »>¦0ª
¥.cL¥§·4¥§¦>©d«0ª¬H³C»>°
ϕ
Ã


ªJ®¾®wªﬁ¬0°¾³C¬H³§¨±­¯®±­F³C¦¼½J®w¥§­¯®R°±ªJ·4¥L®±­dcCªJ´¸ªJ¦g®½Jc­¯¹0ªA¦g®wªﬁ¬0¥§°R¹0½Eº¦0­®w­F³§¦ÎÃ<Õ¥ﬀ¬>°±³C¬:³C¨±­®w­¯³C¦¨¾»0­dcL¥§¦g®±ª
ªA¨¡®·4¥ °¾½A©A­¯¬0°±³Êb»0ª¹0ª·F¥!$ªJ·4¥L®±­F³C¦
e
Ü8ÃÙCÃÙjEÃ

XÔªJ¨¾®Ë»0¦©A³C°¾³C·F·F¥§­F°¾ªS¹>­F°±ªJ©J®¹0ªJ¨Å¬0°±³§¬H³C¨¾­¯®±­F³C¦0¨ÅÜ8Ã¯Ù.¾ ¬¥%WCª
¬0°¾½A©A½J¹0ªA¦g®±ªªJ®RÜ8ÃÙmÛÇ¬¥%W§ªQ¬0°±½J©A½A¹>ªA¦g®wªLÃ
®*¯°V'±.q²"   ³o
ϕ
tﬃ©gp r-¢_t mﬃ§¢.´Tµ%r-n& %poY§¢ n)lﬃmgr-ngn)tg¢kpbt
¶
 %¬­§n)© 
ϕ′ D ϕ =⇒ ϕ′  ϕ.
Ù 	g×
^8ªA©E®w­F³§¦
 \~ sﬁ%ﬃs	$ !g"J#ﬁ%ygﬃ'	bﬃ 
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢
^8³C­®
ϕ
»0¦>ª¸©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦ °±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ª§ÃTU ¥§°·4¥LU°±³§¬H³C¨¾­¯®±­F³C¦ Ü8ÃÙ$¾É¬¥%WCªÉÙ 	8ÙC²Î³C¦Ó¥
ϕˆ′ D ϕ
Ã
µ¥§­¯¨(¥§·F³C°¾¨A²g¬¥L°(·F¥U,°¾³C¬:³C¨±­®w­F³§¦ﬀÜÃ¯ÙmÛ¬¥ﬂWCª¶Ù 	>ÙC²g³C¦¸¥
ϕˆ′ = ϕ
ÃbÈ¦ﬀ¬¥L°¾®w­¯©A»0·¯­FªJ°A²§©JªA·F¥¨¾­ WC¦0­ºªiÊb»0ª
ϕ′  ϕ Ã 

ªJ®¾®wªQ¬0°¾³C¬H³§¨±­¯®±­F³C¦¸ªA¨¡®i»0¦0ªQ¥§»8®w°±ª f ³C°±´Ç»>·4¥L®±­F³C¦¹0»Ef{¥§­® Êb»0ª·¯ªA¨ ©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨f°±½J©A»0°¾°±ªA¦g®±ªA¨
¨±³§¦b®·FªJ¨f©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨(¨¾®w¥§Æ0·¯ªA¨·¯ªA¨(¬0·F»>¨QWC°±¥§¦0¹0ªJ¨¬:³C»0°
D
Ã8È·F·¯ª´³C¦g®w°¾ªR¥L»0¨±¨¾­Í²Ê»>ªR¬:³C»0°,®w³C»>®±ª
©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦¬0·¯»0¨wWC°±¥§¦0¹0ªQ¬:³C»0°
D
Êb»XÔ»>¦0ª©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªL²­F·HªEÀ8­F¨¡®wªQ»0¦0ªQ¨¾½AÊb»0ªJ¦0©Aª
¹X ½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨ c§¥L·F­F¹>ªQÊ»>­S´ÁA¦0ª>a¸©JªJ®¾®wª©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦°±½J©A»0°¾°±ªA¦g®±ª§ÃÎÕVXÔ¥§·­W§³C°±­®w«0´ªR®w«>ªA°±´­FÊb»0ª
ªA¨¡®ªA¦¼Ê»>ªA·FÊb»0ª¨±³§°¾®wª»0¦>ª°¾½A©J­F¬0°¾³8Êb»0ª¹0ª©AªE®±®±ª¬>°±³C¬:³C¨±­®w­¯³C¦ÎÃ
− o −
 J ¯°T¯, ﬀ'    ¯  E  ¯ 

 
  ·4¥Q·F»0´­FÁJ°±ª ¹>ªA¨(¬0°±³C¬:³C¨¾­¯®w­¯³C¦0¨(Ü8ÃØ× Q¬¥%W§ª©J­¿y©A³C¦g®w°¾ªiªJ®Ü8ÃÙmÛ¬0¥%WCªÙ 	>ÙC²§³C¦¸¬:ªA»8®f­¯¦g®wªA°¾¬0°±½E®wªJ°
·YXÔ¥§·dWC³C°±­®w«0´ª®±«0ªA°¾´¸­¯Ê»>ª¹0ª´ﬀ¥L¦0­FÁJ°±ªi®w°±ÁJ¨QWC½J³C´½J®w°¾­FÊb»0ªLÃ8È¦ªEÌ<ªE®q²8·YXÔ¥§·­WC³§°±­¯®±«0´ª®w«0ªJ°±´­FÊb»0ªªA¨¡®
»0¦¸Ð¾ªJ» ¨±»0°·¯ª¶®±°±ªA­¯·F·¯­F¨ Pq(ϕ) Ã  ﬃ©d«¥§Êb»0ª f ³C­¯¨Êb»X ³C¦ ½AÆ:³C»0·¯ª λ f ³C­F¨·Fª¶¬0»0­¯®±¨A²:³C¦¢°¾ªA´³C¦g®wªÇ¹¥L¦0¨
©AªQ®±°±ªA­¯·F·¯­F¨¹_XÔ»0¦¼©AªJ°¾®w¥§­F¦@cCªJ©J®±ªA»0°JÃHÕ¥°±ªJ·4¥MÀ>¥L®±­F³C¦©J³C¦0¨¾­F¨¾®±ª¼aﬁ°¾ªA¹0ªJ¨±©AªJ¦0¹0°¾ª¨±»>­dcL¥§¦g®i·YX ³C°±¹>°±ª  Ã

»¥§¦0¹³C¦ﬀ¦0ª¬0°¾³\WC°±ªJ¨±¨¾ªQ¬0·F»0¨J²8³§¦ªA¨¡®i¥§°±°¾­dc§½¨±»0°·4¥¶©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦¸¨¾®w¥§Æ0·Fª´ﬀ¥mÀ>­¯´ﬀ¥L·Fª§²g©ﬂXÔªJ¨¾®¡¿
aM¿y¹0­F°¾ª¨±»0°i·F¥©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦°¾½A©J»0°±°¾ªA¦g®wª¶¹0»®w°±ªJ­F·¯·F­F¨
e
©gfÃU,°¾³C¬:³C¨±­®w­F³§¦ÉÜ8ÃÙmÛÇ¬¥%WCªÙ 	>Ù$jEÃ
: °  
Õ¥  ­ W§»0°±ªÜ8Ã 	¶¬¥%WCª¨¾»0­dcL¥§¦g®±ªQ´¸³C¦g®±°±ªR·XÔ­¯¦g®wªA°¾¬0°±½E®d¥L®±­F³C¦¸¹0ªQ·YXÔ¥§·dWC³C°±­®w«0´ª ®w«>ªA°±´­FÊb»0ªR¹0³C¦g®&¦0³C»>¨
¥.cC³C¦>¨Ñ¬¥§°¾·F½wa·YX ­F¦0¨¡®d¥§¦g®qÃMÕÅª®±°±ªA­¯·F·¯­F¨Å­F¦8º¦0­¹0ª ¹0°¾³C­¯®±ªfªJ¨¾®·F¥
q
./
¿.©J·4¥§¨¾¨±ª Pq(ϕ3) ¹0ªf·4¥R©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦
°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ª
ϕ3
°¾ªA¬0°¾½A¨¾ªA¦g®w½Jªa>Wg¥§»>©d«0ª§Ã8¤¥§¦0¨f·YXÔÈ À>ªJ´¸¬>·FªRÜ8ÃÜ¬¥%WCªÙ  	8²³§¦ﬀ´³C¦g®w°w¥L­¯®,»0¦0ª¬¥§°¡®w­Fª
¹0ª©Jªﬀ®w°¾ªA­¯·F·F­¯¨AÃÕ¥µ©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦
ϕ3
½J®w¥§­¯®¦0³§®w½Jª
ϕ−
Ã+^8»0°¶·4¥  ­dWC»0°¾ªÜ8Ã 	µ¬¥ﬂWCª¨±»>­dcL¥§¦g®wªL² ªA·¯·Fª
©A³§°±°±ªJ¨±¬:³C¦0¹¥L»¦0³ªA»0¹WC°±­¯¨±½ªA¦Ó°±³C»W§ª¸ªE®ÇªA¦g®±³C»0°±½¸¹X »0¦©JªA°±·¯ª§Ã 	¦Ó½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®w¨¹0»Ò¨±³§´¸´ªJ®
xa
©J³C°±°¾ªA¨±¬:³C¦0¹a»0¦ ¬¥§¨Q¨±»>¹8¿.³C»>ªA¨¾® ↙ ªJ®»0¦ ½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®¹0» ¨±³C´´ªJ® xb a»0¦Ó¬0¥§¨¨±»0¹8¿yªA¨¡®
↘ Ã R­F¦>¨±­ »0¦¥§¦g®w­`¿.½JÆH³C»>·FªA´ªA¦g®ﬁ¹>ª xa ªA¨¾®»0¦ ¬¥§¨¦0³§°±¹8¿yªA¨¾® ↗ ªJ®»0¦¥§¦g®w­`¿.½JÆH³C»>·FªA´ªA¦g®ﬁ¹>ª
xb
ªA¨¡®ﬁ»0¦¬¥L¨Ç¦0³C°¾¹8¿.³C»>ªA¨¾® ↖ Ã+^8­f»0¦0ª¥L°ÓJ®±ªﬀªJ¦b®±°±ª¹0ªJ»8À¨±³C´´¸ªE®w¨¶¹0»Ò®w°¾ªA­F·¯·F­¯¨©A³C°¾°±ªA¨¾¬H³§¦0¹ a
»0¦ ½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®0cL¥§·F­¯¹0ª§²H³C¦Ó·F¥´ﬀ¥L°±Êb»0ªﬁªA¦~WC°±¥§¨ªJ®cCªJ°¾®qÃ:­F¦0¨¾­Í²Î·¯ªA¨Q©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨Q¨¡®d¥§Æ>·FªA¨¨¾ª
°±ªJ¬HÁJ°±ªJ¦b®,©J³C´´¸ªf½J®d¥L¦b®,·¯ªA¨S©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦0¨Ñ¹0³C¦g®,¥L»0©A»0¦¹0ªJ¨¹0ªA»Àﬁ¬¥§¨ ¨±»0¹¦X ªA¨¡®,ªA¦8WC°w¥L¨ ªJ®Vc§ªA°¡®
e
©gfÃkU°±³C¬:³C¨¾­¯®w­¯³C¦ÉÜ8ÃÙ Ç¬¥ﬂWCªQ©A­`¿.©A³§¦b®±°±ª.jEÃ

X ªA¨¡®Æ>­FªA¦É¨  0°&·Fª©A¥§¨i¹0ªQ·4¥Ç©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦°¾½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªLÃ
Ä¦¬:ªA»8®ﬀ¥L»0¨±¨¾­Pc§½A°¾­¯ºªJ°A²,Êb»XÔªJ¦g®w°±ª¼»0¦0ª¼©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦ÏªJ®¨w¥ ©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦Ï¨¾®w¥§Æ0·FªL²·FªÉ°±½J¨±ªA¥§»
¹0ªJ¨¬0¥§¨!cCªA°¡®w¨ªJ® WC°¾­F¨±½J¨&©A³C¦>¨¾®w­®w»0ªÆ0­¯ªA¦É»0¦É®w°¾ªA­F·¯·F­¯¨ Õ¤Ã9	¦>ª´¸¥§¦0­¯ÁA°¾ª f{¥§©A­¯·Fª¹>ª·¯ª`cC³C­¯°&ªA¨¡®¹>ª
°±ªJ´ﬀ¥L°±Êb»0ªA°iÊb»0ª·FªJ¨¥§°ÓE®wªA¨!c§ªA°¾®±ªA¨ªJ® WC°¾­F¨±½JªA¨!f ³C°¾´¸ªJ¦b®i¹>ªA¨i¹0ªA´­¿y¹0°±³§­¯®wªJ¨ ¹0»¼°±½J¨±ªq¥L»ÎÃ
È¦>º¦Î²m³C¦¥&­F¦0¹>­FÊb»0½»0¦0ª,­¯¦0¨¾®w¥§¦0©Aª,¹0ª,·XØ¥§·dWC³C°¾­¯®w«>´¸ª®w«0ªJ°±´­FÊb»0ªLÃmÄ¦¬0¥§°¾®¹0ª,·F¥i©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦
ϕ0 = ((−12, 3), (b6, b9)) e ©JfÃS­ WC»0°¾ª¸Ü8Ã¯Ù§Ù¬0¥%WCª¼Ù 	 	É¬H³C»>°·XÔ­¯¦0¹0ªOÀ0¥M®w­F³§¦ ¹0ªA¨¶Æ0°±­¯¦0¨ﬃjªA¦ÓÆ¥§¨>a
Wg¥§»>©d«0ª¶Êb»0­ËªA¨¡®RªJ¦g®w³C»0°¾½AªLÃÎÄ¦¢¥
λa = 1
ªJ®
λb = 2
Ã:¤R³C¦0©·Fª0f{¥§©E®wªJ»0°´»0·¯®±­F¬0·¯­F©q¥M®w­dfÎ¹0»µ´³8¹>ÁA·Fª
ªA¨¡®
λ = 2
ÃÅ¤RªJ»8À ½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨Q¹0» ¬0»0­®w¨©J³C°±°¾ªA¨±¬:³C¦0¹>ªA¦g®>a»0¦ ¥§¦g®w­¿y½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®R¹>ª {xa, xb} ²
©%X ªA¨¡®¾¿baM¿.¹0­¯°±ªa
4
¥§¦g®w­¿y½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨&¹0ª
xa
ªJ®
3
¹0ª
xb
Ã ¤¥§¦0¨·Fª®±°±ªJ­F·F·¯­F¨J²8½JÆH³C»>·FªA°
λ
f ³§­F¨&·Fª¬0»>­¯®w¨
©A³§°±°±ªJ¨±¬:³C¦0¹¢¹>³C¦0© a f{¥§­F°¾ª
4
¬¥§¨¦0³C°±¹¿.ªA¨¡®RªE®
3
¬0¥§¨R¦0³§°±¹8¿y³C»0ªA¨¡®qÃHÄ¦ ¥¸ªJ¦g®w³C»0°¾½Ç¹X »0¦¢©JªA°±©J·Fª¶ªA¦
WC°±¥§¨ ·¯ªA¨Ñ©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨S­F´¬H³§°¾®d¥L¦b®±ªA¨ËÊb»0­¥§¬0¬0¥§°w¥§­¯¨±¨¾ªA¦g®·F³§°±¨Ë¹0ª ·YXÔ¥§·dWC³C°±­®w«0´ª§ÃqÕË¥©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦
¹0ª¹>½A¬¥§°¡®
ϕ0
²¬0»0­¯¨
ϕ0 + 2β
²b¬0»>­F¨ ·F¥¶©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦ﬀ¨¡®d¥§Æ>·Fª
ϕ1
¹>ª
ϕ0 + 2β
²b¬0»0­¯¨
ϕ1 + 2β
²¬0»0­¯¨
¨w¥ ©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦ ¨¡®d¥§Æ0·¯ª
ϕ2
²,¬0»0­F¨
ϕ2 + 2β
ªJ®¨±¥Ó©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦ ¨¾®w¥§Æ0·Fª
ϕ3
Ã(È¦ f{¥§­¯®
ϕ3
ªA¨¡®
Ù 	\i
 
	 ﬀﬁﬂﬃﬀ	 !"#$ﬁ%&ﬃ'	() *	+,-ﬁ.+0/'ﬁ2143+5
τa = 2
τb = 2
0
1
ϕ0
ϕ1
ϕ2
ϕ3
ϕ3
 	<ÜÃ 	

.¦g®wªA°¾¬H½E®d¥L®±­F³C¦¼¹0ª·YXÔ¥§·dWC³C°±­®w«0´ª&®w«0ªJ°±´­FÊb»0ªLÃ
°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ª§²´ﬀ¥L­F¨·YXÔ¥§·dWC³C°±­®w«0´ª(¦0ª·XØ¥Q¬¥L¨fªJ¦0©A³C°¾ª¹>½J®wªJ°±´­F¦0½LÃÄ¦¸ªJ¦b®±³C»0°¾ª¹0³§¦0©R¥L»0¨±¨¾­
ϕ3 +2β
²
ªJ®³C¦É°¾ªJc­FªJ¦b® a
ϕ3
Ã
ÕVXØ¥§·dWC³C°¾­¯®w«>´¸ªﬀ®±«0ªA°¾´¸­¯Êb»0ª©J³C¦0¨¾­F¨¾®±ª¹>³C¦0© a~f{¥§­¯°±ª¹0ªJ¨ﬀ¨w¥L»>®w¨¸¹0ª
4
¬¥L¨ﬀ¦0³C°¾¹8¿.ªJ¨¾®¸ªJ®
3
¬0¥§¨
¦0³C°¾¹8¿.³§»0ªA¨¡®q²¬0»0­F¨¹0ªR°¾ªA¹0ªJ¨±©AªJ¦0¹0°¾ª¨¾»0­dcL¥§¦g®·FªA¨¥§°ÓE®wªJ¨ ªA¦@WC°±¥§¨ªE®Qc§ªA°¾®AÃ »ÆH³C»8® ¹X »0¦´³C´ªA¦g®q²
³C¦®w³C´ÆHª0XÔ¥§»¹0ªA¨¾¨±»0¨JX>¹0ªi·4¥Q©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ª§²ªJ®(³C¦·YX ³CÆ>®±­FªA¦g®(¥§·¯³C°±¨,¥L¬0°±ÁJ¨(°¾ªA·F¥MÀ>¥L®w­¯³C¦ÎÃ

³C´´¸ªQ·¯ªA¨i¥§°­ÓJ®±ªA¨PWC°±­¯¨±½JªA¨i¨±³C¦g®¹0ªJ¨¹0ªJ´¸­`¿.¹0°¾³C­¯®±ªA¨J²>³C¦É°±ªgc­FªA¦g®i®w°¾ÁA¨!c­¯®±ª XcCªJ°±¨·FªQ©JªA¦g®w°¾ª%XÃ
È¦>º¦Î²©A³§´¸´ª
λ = 2
²<·YX ½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®Q¹0» ¬0»0­¯®±¨Q¦0ª©A³C°¾°±ªJ¨±¬:³C¦0¹a¼°¾­FªA¦ ªJ¦Ó´¸¥L®w­¯ÁA°¾ªÇ¹XÔ¥§¦g®w­¿
½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨ ¹0ªJ¨ ¨±³C´´¸ªE®w¨
xa
ªE®
xb
ÃÈ,¦ Êb»0ªA·¯Êb»0ªÏ¨±³C°¡®wª§²Q³§¦ ¦0ªÏ¬:ªA»>® ¬0¥§¨¤f{¥§­F°¾ª
2
¥§¦g®w­¿
½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨É¹0ª
xa
ªE®
1, 5
¥§¦g®w­`¿.½JÆH³C»>·FªA´ªA¦g®±¨¹0ª
xb
Ã ^8­Q³C¦ ½AÆ:³C»0·¯ª ·Fª ¬0»0­®w¨É»0¦0ª¤f ³C­¯¨A² ³§¦
¨±³§°¾®¹0ª©Aª®w°±ªJ­F·¯·F­F¨J²HªE®³C¦Ó¬0¥§¨±¨¾ªEa»0¦Ò¥L»>®w°¾ª¨¾­F´­F·F¥§­F°¾ª§² ¹0³C¦g®¶·4¥©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦ °±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wª¸ªA¨¡®
·4¥©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦Ò°±½J©A»0°¾°±ªA¦g®±ª
./
¿y½AÊb»0­ªc§¥L·FªA¦g®±ª@a
ϕ3
ÃÑÈ¦ÏªJÌHªJ®A² ©J³C´¸´ª
λ = 2
²S­F·(¦X Ò¥¢Êb»0ª
2
©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨&°¾½A©A»>°±°±ªJ¦g®wªA¨¬¥§°
./
¿y©A·4¥L¨±¨±ªLÃ 
− o −
  ±.±A-±  

T   -ﬀ4°V R¯
./
ÕÅªA¨
λ
©A·F¥§¨±¨¾ªA¨¹XÔ½JÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦0©Jª¬:³C»0°
q
./
Ê»>­Rf ³C°¾´¸ªJ¦g®R»0¦>ªÇ©A·F¥§¨±¨¾ª¬:³C»0°
./
²:¨¾³C¦g®°¾ªA·F­¯½AªJ¨RªA¦g®±°±ª
ªA·¯·FªJ¨¬¥L°R¹0ªJ¨½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨¹0»¢¬0»0­®w¨
e
©gfÃ  ­dWC»0°¾ªÇÜ8ÃÙ ¬¥%WCª¸Ù 	\¾,jOÃHÕÅ³C°¾¨±Êb»X ³C¦ ½AÆ:³C»0·¯ª·¯ª¶¬0»>­¯®w¨
¹¥§¦>¨»0¦0ª ©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦ ¹X »0¦0ª ©A·F¥§¨±¨¾ª ¹0³C¦0¦0½Jª§²&³C¦P®±°±³C»scCª »0¦0ª ©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦ ¹0ª ·F¥©A·F¥§¨±¨¾ª
¨±»>­dcL¥§¦g®wªÊb»0­HªA¨¡®&¬0·F»>¨ X «¥§»>®±ª%X>ªJ¦Êb»0ªA·¯Ê»>ª¨±³C°¡®wªL²>©%X ªA¨¡®¾¿baM¿.¹0­¯°±ª¬0·F»0¨ WC°w¥L¦0¹0ªªJ¦®wªA°¾´¸ª¹0ª°±¥§¦WEZ
Ù 	%h
^8ªA©E®w­F³§¦
 \~ sﬁ%ﬃs	$ !g"J#ﬁ%ygﬃ'	bﬃ 
®*¯°V'±.q²"I³o
ϕ
tﬃ©gp r-¢_t mﬃ§¢.´Tµ%r-n& %poY§¢
¶
 %¬­§n)© 
rang(ϕ+ β) ≥ rang(ϕ).
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢
Ä¦ ®±°±³C»ﬀc§ª»0¦
k
Êb»0­+c§½A°±­ºª·Fª @&«0½J³C°±ÁJ´¸ª¸Ü8ÃÙm×¬¥%W§ª¼Ù ¬H³C»>°
ϕ
ÃÄ¦¥
ϕ + kλβ 7→ ϕ˜ Ã
ÕÅªA¨
λ
½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨Ç¹>»¬0»0­¯®±¨Ç©A³§°±°±ªJ¨±¬:³C¦0¹0ªJ¦g® a¢»0¦©AªJ°¾®d¥L­F¦Ò¦0³§´ÇÆ0°±ªﬀ¹XØ¥L¦b®±­¿y½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®w¨¹>ª
¨±³§´¸´ªJ®±¨&°±½W§»0·F­¯ªA°±¨J²0¦0³§®±½
m
Ã'^8³C­®
p
·4¥Ç®d¥§­¯·F·¯ªR¹0ª·YXÔ¥.cL¥§·4¥§¦>©d«0ª¹0ª
ϕ+ kλβ
²³C¦¼¥¥§·F³§°±¨0Z
rang(ϕ) = p− km.
µ¥§­¯¨
ϕ+β+kλβ
¥§¹>´¸ªE®Ñ»0¦0ª¥.c§¥L·4¥§¦0©d«>ª ¹0ªf®w¥§­F·¯·Fª
p′
¥§»ﬁ´³C­¯¦0¨S½JWg¥§·¯ªQa
p
Ã§È¦ﬁªEÌ<ªE®q²
ϕ+β+kλβ
ªJ®
ϕ+ kλβ
³C¦g® ·F¥¶´ÓA´ª©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦¿yÂÁJ©d«0ª§²´ﬀ¥L­F¨
ϕ+β + kλβ
¥»0¦>ªR©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦8¿
WC°w¥§­¯¦
¨¾®±°±­¯©J®wªJ´¸ªJ¦g®i¬0·F»0¨PWC°±¥§¦0¹0ªLÃ

ªA·F¥ﬁ­F´¬0·F­¯Ê»>ª¥§»0¨¾¨±­ÅÊb»0ª¨w¥ﬁ°±ªJ·4¥MÀ>¥L®±­F³C¦´ÁA¦>ªa»0¦>ª©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦
°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ª§Ã9R­¯¦0¨±­ ²
rang(ϕ+ β) = p′ − km Ã ¤¼X ³\[ rang(ϕ+ β) ≥ rang(ϕ) Ã 
È¦8f{¥L­¯®q²M³C¦¬:ªA»>®zWC½J¦0½A°±¥§·F­¯¨±ªJ° ©AªE®±®±ª¹>½A´³C¦0¨¾®±°w¥L®±­F³C¦ªJ®,³C¦ﬁ³CÆ8®w­FªJ¦g®·4¥R¬>°±³C¬:³C¨±­®w­¯³C¦Ç¨±»>­dcL¥§¦g®wª0Z
®*¯°V'±.q²"  ³o
ϕ
tﬃ©gp r-¢_t mﬃ§¢.´Tµ%r-n& %poY§¢
¶
tgp
h
rs¢_t mﬃ§¢.´Tµ%r-ny %poY§¢µ%ny %oq¢
¶
 %¬­§nﬃ© 
rang(ϕ+ h) ≥ rang(ϕ).
: °   
Õ¥  ­ W§»0°±ªÜÃ¯Ù ¬0¥%WCªÇ¨¾»0­dcL¥§¦g®wªﬁªOÀ8¬0·F­¯Ê»>ªﬁ©A³C´´¸ªJ¦g®Q»0¦0ªﬁ©J·4¥§¨¾¨±ªﬁ¹X ½AÊb»0­ªc§¥L·FªA¦>©Aªﬁ¬:³C»0°
./
¨±ª¹0½O¿
©A³§´¸¬:³C¨±ªªA¦
λ
©J·4¥§¨¾¨±ªJ¨R¬:³C»0°
q
./
Ã

«0¥§©A»0¦>ªÇ¹0ª©AªA¨
λ
©J·4¥§¨¾¨±ªJ¨R©A³§¦b®±­FªJ¦b®»0¦0ª¶¨±ªJ»0·Fª¶©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦
°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ª§Ã+^8­,³C¦½JÆH³C»>·Fª³C»Ò¥§¦g®±­¿.½JÆH³§»0·Fªﬁ»0¦¨±³C´´¸ªE®°±½W§»0·F­¯ªA°A²<³C¦°¾ªA¨¾®±ªﬀ¹¥L¦0¨·F¥¼´ÓA´ª
q
./
¿
©A·F¥§¨±¨¾ª§²b©%X ªA¨¡®¾¿baM¿.¹0­¯°±ªiÊb»X ³C¦Æ:³C»WCªi¨±­¯´¸¬>·FªA´ªA¦g®(¹¥§¦>¨f·¯ªi®±°±ªJ­F·F·¯­F¨ÑÊb»0ª©A³§¦0¨¾®±­¯®w»>ª©d«¥LÊ»>ª
q
./
¿.©J·4¥§¨¾¨±ª§Ã
È¦Ó°¾ªJcL¥§¦0©d«>ª¨¾­³C¦ ½AÆ:³C»0·¯ªﬁ·FªÇ¬0»>­¯®w¨J²Î³C¦ ¬¥§¨¾¨±ª2a·4¥©A·F¥§¨±¨¾ªﬁ¨±»0­ªcL¥§¦g®wªªA¦ X °±ªA´³C¦g®d¥L¦b®X
e
·¯ªÇ°w¥§¦ﬀW
¥§»W§´¸ªJ¦b®±ª$jO²ªJ® a·4¥Ç©A·F¥§¨±¨¾ª¬0°±½J©A½A¹>ªA¦g®wª¶ªA¦~XÔ¹0ªJ¨±©JªA¦0¹¥L¦b®XH¨¾­Å³C¦É·YXÔ¥§¦g®w­`¿.½AÆ:³C»0·¯ª§Ã
R»Éº¦¥§· ²0¨±­Å³§¦½JÆH³C»>·Fª
λ
f ³C­¯¨&·FªQ¬0»>­¯®w¨J²0³C¦¥ f{¥§­¯®&»>¦Xs®w³C»>°&©A³C´¬0·FªE®.X²0ªJ®³C¦ÉªJ¨¾®¹0³C¦0©°±ªJ¨¾®±½
¹¥§¦>¨Ç·4¥¼´MÓJ´¸ª
q
./
¿.©A·F¥§¨±¨¾ª§ÃSÈ¦ f{¥§­¯®A²Ë³§¦ÒªA¨¡®´MÓJ´¸ªBXÔ°¾ªA´³C¦g®w½ﬂX ¹¥§¦>¨Ç·Fª®w°¾ªA­F·¯·F­¯¨AÃ

ªJ®¾®wª¹>ªA°±¦>­FÁA°¾ª
¬0°¾³C¬0°±­¯½J®±½Q©A³C¦0¨¡®w­®w»0ª·Fª`f ³§¦0¹0ªA´ªA¦g®¹0ª·YXÔ¥§·dWC³C°±­®w«0´ªi®w«0ªJ°±´­FÊb»0ª§Ã 
U ¥§°S¹0½Jº0¦0­¯®±­F³C¦Î²Z·XØ¥L·­WC³C°¾­¯®±«0´¸ªË®w«0ªJ°±´­FÊb»0ªzf ³C»0°¾¦0­¯®Ë»0¦¶´¸³$CªJ¦Ç¬:³C»0°¹0½J®±ªA°¾´¸­¯¦0ªA°Ë¨±­b¹0ªJ»8ÀÇ©J³C¦>º>¿
WC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨¨±³§¦b®Ë®w«>ªA°±´­FÊb»0ªJ´¸ªJ¦g®S½JÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦g®wªJ¨S³C»¶¬¥§¨JÃLÈ¦*f{¥§­¯®A²qªA»¶½Wg¥§°¾¹0¨S¥§»8À°±ªJ´ﬀ¥L°±Êb»0ªA¨If{¥§­®wªA¨
aÉ·YX ­F¦0¨¡®d¥§¦g®q²<­F·¬:ªA°±´ªJ®¶¥§»>¨±¨±­,¹0ª¨w¥.c§³C­F°¨±­,¹0ªJ»8À ©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨¨±³§¦b®¶½AÊb»0­ªcL¥§·FªJ¦b®±ªA¨¬¥§°½AÆ:³C»8¿
·FªJ´¸ªJ¦g®w¨Q³C» ¬¥L¨AÃÅÈ¦ ªJÌHªJ®A²Î­F·S¨±»®¹0ªﬁ©q¥L·F©A»>·FªA°·4¥©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦ °¾½A©A»>°±°±ªJ¦g®wªﬁ®w«0ªJ°±´­FÊb»0ªJ´¸ªJ¦b®
½AÊb»0­ªcL¥§·FªJ¦b®±ªÉ¬H³C»>°©d«0¥§©A»0¦>ª¹X ªA·¯·FªJ¨A²ªJ®¹0ª@c§½A°±­ºªA°¨±­&³§¦¬:ªA»>®¬¥L¨±¨±ªJ°¸¹>ª·XÔ»0¦>ªLa ·XØ¥§»8®w°±ªªJ¦
½AÆ:³C»0·F¥§¦g®i·FªQ¬0»>­¯®w¨&ªE®ªA¦¼°±ªA·F¥MÀ>¥§¦g®q²0¨±¥§©d«¥§¦g®Êb»XÔ­¯·Å¨±»®¹0ª·Fª`f{¥L­F°±ª¥§»¬>·F»0¨
λ
f ³C­¯¨AÃ
− o −
Ù 	gÜ
 
	 ﬀﬁﬂﬃﬀ	 !"#$ﬁ%&ﬃ'	() *	+,-ﬁ.+0/'ﬁ2143+5
Pq(ϕ1)
Pq(ϕ2)
Pq(ϕi)
Pq(ϕλ)
q
 	<Ü8ÃÙ 

¤R½A©J³C´¬H³C¨¾­¯®±­F³C¦¹X »0¦0ª
./
¿.©J·4¥§¨¾¨±ªQªJ¦
λ
©J·4¥§¨¾¨±ªJ¨¬:³C»0°
q
./
Ã
687  8GDCLO GRCEDS@S AD;>C¤S
uwv<(wv{x 
-0%*

/ /%

-Î->* 38/:*-
Ä¦©J³C¦0¨±­¯¹0ÁA°¾ª·FªA¨i³C¬:½A°±¥L®wªJ»0°±¨
ai
¹0½Jº0¦0­F¨¥§»¼¹0½AÆ>»>®¹0ª¶©Jª©d«¥§¬0­®w°±ªLÃ

³C´´¸ªQ¨¾»0°i·FªQ´³8¹0ÁJ·Fª
¹0»¼®d¥§¨¹0ª¨w¥§Æ0·¯ª§²·XÔ³C¬:½A°±¥L®wªJ»0°
ai
©J³C¦0¨±­¯¨¾®±ª¼a¸¥mÐ¾³C»>®±ªA°i»0¦4W§°w¥§­¯¦¨¾»0°·¯ª¨±³C´´¸ªE®°±½W§»0·F­¯ªA°
xi
ªJ® a
ªJÌHªA©E®w»0ªJ°ªJ¦0¨±»0­®wªi·4¥°±ªJ·4¥MÀ>¥L®±­F³C¦
e
Êb»0­ ¬HªJ»>®©J³C¦0¨¾­F¨¾®±ªA° a X ¦0ªi°±­¯ªA¦8f{¥§­F°¾ª%Xg¨¾­·4¥©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦¸¥L¬0°±ÁJ¨
·YXÔ¥mÐ¾³C»8®¹0ªA¨*WC°w¥L­F¦0¨QªJ¨¾®¶¨¾®d¥LÆ0·Fª.jEÃ

ªE®ªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fª¹X ³C¬:½A°±¥L®wªJ»0°±¨¶¥%WC­¯¨±¨w¥L¦b®¨¾»0°·FªA¨©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨
¥>²0©J³C´´¸ª¬:³C»0°&·¯ª´³8¹0ÁJ·Fª¹>»¼®w¥§¨&¹0ª¨w¥§Æ>·Fª§²>¹0ªQ¦0³C´ÇÆ>°±ªA»>¨±ªA¨¬0°¾³C¬0°±­¯½J®±½A¨AÃ0È,¦¼¬0°¾ªA´­FªA°·F­FªJ»Î²>³§¦
¬:ªA»>®½A¦>³C¦0©AªJ°Z
®*¯°V'±.q²" !
ﬀ
¹ºtg¢ﬀ©$t «¬­t>µ-lg¢_lgn)l »ﬀ %n ¬­tﬃ© §ﬃ»klgn& %pbtgr-nﬃ©
ai
tﬃ©gp r-¢ ©$t o µ%n)§r»kt8¸rso  $µ%oqp
©gr-n*¬&¹ºtg¢ﬀ©$t «¬­t£-tﬃ© mﬃ§¢.´Tµ%rsny %poY§¢ﬀ©
½
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢
Õ¥¸·F³§­Ë¬>°±³¹0»0­¯®¹0ªJ¨R³C¬:½A°±¥L®wªJ»0°±¨ªA¨¡®Q¥§¨¾¨±³©A­4¥M®w­dc§ª¶¬0¥§°¹>½Jº¦0­®w­¯³C¦ÎÃ:ÈÑ®®±³C»>®³§¬H½J°w¥L®±ªA»0°¹0³C¦0¦>ª
»0¦0ª©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦~a¬¥L°¾®w­¯°Q¹X »0¦0ª©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦ÎÃÕVXÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fª WC½J¦0½A°¾½¸¬¥L°·¯ªA¨³C¬:½A°±¥L®wªJ»0°±¨
ai
f ³C°¾´¸ªQ¹0³§¦0©Æ0­FªJ¦¼»>¦¨¾ªA´­¿bW§°±³C»0¬:ªÊb»0­¥%W§­¯®&¨¾»0°i·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ªQ¹0ªA¨©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨JÃ



¯   
ﬀ
¹ºtg¢ﬀ©$t «¬­t µ-lg¢_lgn)l »ﬀ %n@¬­tﬃ©4§ﬃ»klgn& %pbtgr-nﬃ©
ai
.§n tErs¢ µ%n)§r$»kt  ,«glg¬ oYtg¢ ¸r-o
 $µ%oqpV©grsn E tgpQ¸rt*¬&¹º§¢] g»,»ktg¬q¬­t>WC°¾³C»0¬:ª¹0»  	
½
 t»'¬ r©
¶
©go
∆q
tﬃ©gp+¬­t
q
  oq¢_tgr-n»'noq¢_mgo »ﬀ %¬_£-t`¬ª    %pngoYmﬃt ¬ª g»'¬ª -mgoYtg¢k¢_t £%r  §£g¬­t
¶
§¢   ¬­tﬃ©
n)tg¬ª %poY§¢ﬀ© ©grsoq¨ %¢kpbtﬃ© 
∀xi 6= q,
∏
xj 6=q
a
λi∆
q
i,j
j = id [Eq ri],
§

id
tﬃ©gp¬&¹ o£-tg¢kpoqpbl>£%r µ%nﬃ§r$»kt
½
Ù 	\¾
^8ªJ©J®±­F³C¦
 ﬀ_	ﬁ-#	yﬁ%g*/ ,gﬁ.V
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢
^8³C­® G ·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ª WC½J¦0½A°¾½¬¥§°Ç·¯ªA¨Ç³§¬H½J°w¥L®±ªA»0°¾¨ ai Ê»0¥§¦0¹Ï­F·¯¨Ç¥%WC­¯¨±¨¾ªA¦g®ﬁ¨±»>° E Ã.·¨¾»®¹0ª
´³C¦g®w°±ªJ°ÇÊb»0ª·FªJ¨
ai
©A³§´¸´Ç»8®wªA¦g®ﬁªE®Êb»XÔ­¯·F¨¶¨±³C¦g®­F¦,c§ªA°±¨¾­FÆ0·¯ªA¨Ç¬:³C»0°Ç¥$c§³C­F°·Fªﬀ°¾½A¨¾»0·¯®w¥L®ﬁ¨±»>°Ç®w³C»>®
½A·¯½A´ªA¦g®f¹0ª G ÃÕ¥©A³C´´Ç»>®w¥L®w­ªc­¯®w½wc­¯ªA¦g® ¹0ª·4¥*U°±³C¬:³C¨±­®w­¯³C¦2h>Ã¯Ù.h¶¬¥%WCª¶ÙmÛ%i>ÃﬁIcL¥§¦g® ¹0ª´¸³C¦g®±°±ªA°
·YX ­F¦,c§ªA°±¨¾­FÆ0­¯·F­®w½§²³C¦É´³C¦g®w°±ªQÊb»0ª G ©J³C¦g®w­¯ªA¦g®i·YX ³C¬:½A°w¥M®wªA»>°&­F¹0ªJ¦b®±­¯®±½§Ã
U ¥§°f·Fª @&«0½J³C°±ÁJ´¸ªÜ8Ã ¾¬¥%WCªÙ >Ù§²g³C¦ﬀ¨±¥§­¯®(Êb»0ª¨¾­
(q, xi1), (q, xi2), . . . , (q, xik)
¨±³§¦b®·FªJ¨fÆ0°¾­F¦0¨
¥§¹MÐ±¥L©AªA¦g®±¨R¥§»É¬0»>­¯®w¨
q
² ¥L·F³C°¾¨&·YX ³C¬H½J°w¥L®±ªA»0°
id
¹0½Eº¦0­¬¥§°0Z
id =
k∏
j=1
aij [Eq id],
cC½J°±­ºª
id ϕ = ϕ
¬:³C»0°i®w³§»>®wª©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦°¾½A©J»0°±°¾ªA¦g®wª
ϕ
Ã9R»>®±°±ªA´ªA¦g®¹0­¯®A² ­F·Å¨XÔ¥%WC­®¹0ª¶·XÔ³§¬H½O¿
°w¥M®wªA»>°­¯¹0ªA¦g®±­¯®w½LÃ
¤RªQ¬0·¯»0¨A²¨±­
∆q
ªJ¨¾®&·¯ª
q
¿.´­F¦>ªA»0°f¬0°±­¯¦0©A­¯¬¥§· ¹0ª·F¥´ﬀ¥M®w°±­¯©Aª·4¥§¬>·4¥§©J­FªA¦>¦0ª¹>»´¸³¹0ÁA·¯ª§²¥§·¯³C°±¨f³C¦
¥ﬁ·FªJ¨°¾ªA·F¥L®w­¯³C¦0¨ ¨¾»0­dcL¥§¦g®wªJ¨iªA¦g®w°¾ª¶·¯ªA¨&³C¬:½A°±¥L®wªJ»0°±¨iÊb»¥§¦0¹¼­F·¯¨&¥%WC­¯¨±¨¾ªA¦g®¨±»0° E Z
∀xi 6= q, a−λi∆
q
i,i
i =
∏
xj 6=xi,q
a
λi∆
q
i,j
j [Eq r
′
i].

ªA¨°±ªA·F¥L®w­¯³C¦0¨J²Å¨±³C¦g®ﬁ·¯ªA¨°±ªA·F¥L®w­¯³C¦0¨¹0ª¨¾»0¬:ªA°¡¿y½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨J²S·¯ªA¨¬0·F»0¨¶¨±­¯´¸¬0·¯ªA¨Êb»0­f¨¾³C­FªJ¦g®Ç­F¦,cL¥M¿
°±­F¥§¦g®wªJ¨¬¥L°°±¥§¬0¬:³C°¾® a¸·F¥©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦ÎÃ

³§´¸´ª¶»>¦µ¨±»>¬HªJ°¡¿.½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®ªA¨¡®½JÊ»>­dcL¥§·FªJ¦g®`a»0¦
½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®S¹¥§¦0¨Ñ·¯ªf´³¹0ÁA·¯ª(¹>»®d¥§¨S¹0ª ¨±¥§Æ0·FªL²m³C¦Ç°±ªE®w°¾³C»ﬀcCª·FªA¨Ë°±½J¨±»0·®d¥L®±¨ ¹0ª©Aª´³¹0ÁA·¯ª§Ã

³C´´¸ª
·Fª WC°w¥L¬0«0ª ªJ¨¾®,©A³§¦0¦0ªEÀ8ªL²CªA¦ﬁ»>®±­F·¯­F¨w¥L¦b®S·FªJ¨Ñ°±ªJ·4¥L®±­F³C¦>¨
e
[Eq id]
jªJ®
e
[Eq r′i]
jE²L³C¦ﬁ´¸³§¦b®±°±ªf{¥§©A­¯·FªA´ªA¦g®
Êb»0ª©d«¥§©A»>¦¹0ªJ¨³§¬H½J°w¥L®±ªA»0°¾¨
ai
ªA¨¡®­F¦,cCªJ°±¨±­¯Æ0·FªQÊb»¥L¦0¹µ­¯·Î¥%WC­®&¨±»>° E Ã ¤¼X ³\[¼·FªQ°¾½A¨±»>·¯®d¥M®qÃ 
È¦¢¬¥§°¡®w­F©J»0·F­¯ªA°J²0·FªWC°¾³C»0¬:ª¶¹0»¼®d¥§¨¹0ª¨w¥§Æ0·¯ª¶¨¾»0°R·¯ªWC°w¥§¬>«0ª¶¹>»¢´¸³¹0ÁJ·FªQªA¨¡®»0¦]©$§r©µ%n)§r$»kt
¹0»BWC°±³§»0¬HªQ¹>»   ¶Ã È¦ªEÌ<ªE®q²­¯·Î¨XÔ¥%WC­®&¹0»¤©$§r©µ%n)§r$»ktWC½A¦>½A°±½¬¥§°&·¯ªA¨i½A·¯½A´ªA¦g®w¨ {aλi }
Ã
− o −
 JI° sﬀk"ﬀ ¯ I°  °ﬀ¯E¯ °R°V¯   

'  °R±
È¦Lf{¥L­¯® ©Jª0WC°±³§»0¬HªR¦0ªQ¹0½A¬:ªA¦>¹¼¬0¥§¨ ¹0»É©d«0³C­`À¹>»¼¬>»0­¯®±¨AÃ IcL¥§¦g®i¹XÔ¥ °±´ªA° ©JªA·4¥8²>­F·f{¥§»>® Æ0­FªJ¦
¹0½Eº¦0­F°(¹0ªÊ»>³C­H³§¦ﬀ¬¥§°¾·FªLÃﬀ^»0¬0¬:³C¨±³C¦>¨ Êb»XÔ³§¦¹0½Jº0¦0­F¨¾¨±ªR»>¦¨±ªJ»0­F·
τq
¬H³C»>°f·¯ª¬0»>­¯®w¨
q
ÃR·F³§°±¨(¨±­:³C¦
°±ªJ¹0½Jº0¦0­¯®·Fª f{¥§©J®±ªA»0°i´Ç»0·®w­¯¬0·F­¯©q¥L®±­df
λ
¹0ªQ·4¥ﬁ©q¥L°¾®wªQ©J³C´´¸ªQ½E®d¥§¦g®i·Fª
ppcm
¹>ªA¨Pf{¥§©J®±ªA»0°¾¨´»0·¯®±­F¬0·¯­¿
©q¥M®w­df ¨,¹0ª&®±³C»0¨(·FªA¨,¨¾³C´¸´ªJ®±¨A²g·¯ª&¬0»0­¯®±¨V©A³C´¬0°±­¯¨A²C·¯ªA¨,°±½J¨±»0·®d¥L®±¨f¬>°±­F¦>©A­F¬0¥§»8Àﬁ¨¾ª W§½A¦0½J°w¥§·¯­F¨±ªJ¦g®(®±°±ÁJ¨
Æ0­¯ªA¦ÎÃ .·<¨±»®¹X ½AÆ:³C»0·FªJ°
λ× dq/τq ·Fª¬>»0­¯®±¨A²0·­aÇ³\[É³C¦É·YX ½AÆ:³C»0·4¥L­¯® λ f ³C­F¨&¥.cL¥§¦g®qÃÄQ¦É¬:ªA»>®¥§»>¨±¨±­
¹0½Eº¦0­F°·XÔ³C¬:½A°±¥L®wªJ»0°
aq
Êb»0­(¥mÐ¾³C»8®wª»0¦ W§°w¥§­¯¦ ªA¦
q
ªJ®¶ªJÌHªA©E®w»0ª·4¥°±ªJ·4¥MÀ>¥L®±­F³C¦<²Î½Jc§ªA¦g®w»0ªJ·F·¯ªA´ªA¦g®
­F¦8º¦0­Fª¶©AªE®±®wª f ³§­F¨AÃHÕÅª WC°¾³C»0¬:ªÇ¹0»~ 	 ¨±»0°Q·¯ª´³8¹0ÁJ·Fª Mτq
ªA¨¡®¥§·F³§°±¨R·¯ª¼WC°¾³C»0¬:ª G ¹0½Jº0¦0­Ñ¬¥§°
WC½J¦0½A°±¥L®wªJ»0°±¨ªJ®i°¾ªA·4¥M®w­F³§¦0¨&¨±»0­ªcL¥§¦g®Z
G =< {ai}xi; {ri}xi, aq = id >,
³\[
rq
©J³C°±°¾ªA¨¾¬H³C¦>¹0°w¥§­®0aﬀ·F¥ﬀ°±ªJ·4¥L®±­F³C¦¹0ªÇ¨¾»0¬HªJ°¡¿y½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®Q¹0» ¬0»0­®w¨¨±­Ñ³C¦µ·Fª¶®±°w¥§­®d¥§­®R©J³C´´¸ª
»0¦¼¨±³C´´ªJ®&°¾½WC»0·¯­FªJ°AÃ ­F¦0¨¾­Í²>¨¾­Å³C¦¼°±ªWC¥§°±¹0ª·¯ªA¨&°±ªJ·4¥L®±­F³C¦>¨
Ri
¬0·F»>¨!WC½A¦0½J°w¥§·¯ªA¨i¹0½Eº¦0­FªJ¨i¬¥§°Z
∀xi,
∏
xj
a
λi∆i,j
j = id [Eq Ri],
Ù 	gÛ
 
	 ﬀﬁﬂﬃﬀ	 !"#$ﬁ%&ﬃ'	() *	+,-ﬁ.+0/'ﬁ2143+5
ªJ®¨¾­Å³C¦É¦0³§®wª G ′ ·¯ª0WC°±³C»>¬HªQ¹0½Eº¦0­¬¥§°&·¯ªA¨!WC½J¦0½A°±¥L®wªJ»0°±¨ ai ªJ®i·FªJ¨i°±ªA·F¥L®w­¯³C¦0¨ Ri ² ¥§·¯³C°±¨ ·¯ª0WC°±³§»0¬Hª
G ªA¨¾®·¯ªÊb»0³§®w­¯ªA¦g®i¹0ª G ′ ¬¥§°·4¥Ç°±ªJ·4¥L®±­F³C¦ aq = id Ãµ¥§­¯¨ ©A³C´´ª·FªQ¹0½E®wªJ°±´­F¦¥§¦g®&¹>ªQ·4¥Ç´¸¥L®w°¾­F©Aª
∆
cL¥§»>®
0
²g©JªÊb»0³L®w­FªJ¦g®fªJ¨¾®f­F¦0¹>½A¬:ªA¦0¹¥L¦b®f¹0»¸©d«0³C­Àﬁ¹0ª
q
ÃﬁR­¯¦0¨±­ ²C·FªPWC°¾³C»0¬:ªi¹0»E 	 ¦>ª¹0½J¬HªJ¦0¹
Êb»0ª¹0ª·4¥Ç©q¥L°¾®wª M ªJ®¹0»LcCªJ©J®wªJ»0°¨±ªA»>­F· τ Ã
− o −
  ¯ °     $¯ kT±'
Ä¦ﬀ¦0³§®±ª¥§·F³C°¾¨ G =< {ai}xi 6=q; {ri}xi 6=q >
²g³C»®±³C»>®f¨±­¯´¸¬0·¯ªA´ªA¦g® G =< ai, ri > ²g·FªPWC°¾³C»0¬:ª
¹0»L 	¶Ã8Ä¦ﬀ¬:ªA»>®¬0°±½J©A­¯¨±ªA°f»0¦¬:ªA»¸·FªA¨(©d«0³C¨¾ªA¨JÃ Ä¦ﬀ¹0½Eº¦0­¯®f·Fª WC°±¥§¬0«0ªL²¦>³§®w½
W
²b©J³C´¸´ªi½J®w¥§¦g®
·Fª0W§°w¥§¬0«>ª¹>­F°±­dWC½R®±ªA·ÎÊb»0ª Z

·¯ªA¨&¨±³§´¸´ªJ®±¨&¨±³C¦g®·FªJ¨©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦>¨&°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªJ¨A²

ªE®·¯ªA¨i¥§°¾©A¨i©A³§°±°±ªJ¨±¬:³C¦0¹0ªJ¦g®`aﬁ·YXÔ¥§¬0¬>·F­F©A¥L®w­¯³C¦ﬀ¹_XÔ»0¦³C¬:½A°w¥M®wªA»>°
ai
Ã
ÕÅª¼WC°±¥§¬0«0ª
W
ªA¨¡®Q¥§­¯¦0¨±­Ë·YX »0¦0­¯³C¦¹>ªA¨0µ%ny g»kktﬃ© £-t¼pny %¢ﬀ©goqpoY§¢ ¹>ªA¨©d«¥Ł4¦0ª¶¹0ª µ¥L°&§³$c Cω Ã<ÄQ¦¢¥
¥§·¯³C°±¨&·¯ª°±½J¨±»0·®d¥L®¨±»>­dcL¥§¦g®Z
ﬃ ¤"
ﬀ
tﬃ©@mﬃ§ »k§$© %¢kpbtﬃ©¼©go  »'¬­t tg¢kp`mﬃ§¢k¢_ty·stﬃ©2£-t
W
©$§¢kp.§np(t tg¢kp0mﬃ§¢k¢_ty·stﬃ© tgp
mﬃ§nn)tﬃ©b»k§¢'£-tg¢kpQ %rﬂ·Bmg¬ª ©ﬃ©$tﬃ©>£R¹ºl&¸r-oq¨ %¬­tg¢_mﬃt*£-t*¬ª  nﬃtg¬ª %poY§¢ ∼ n)tﬃ©gpn)tgoq¢kpbtﬃ© 	 E
½
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢
ÕÅª¬0°¾ªA´­FªA°¼°±½J¨±»0·®d¥L®Bc­FªJ¦b®¹0­¯°±ªA©E®wªJ´¸ªJ¦b®µ¹0»f{¥§­®¼Ê»>ª G =< ai, ri > ªA¨¡®¢»0¦ W§°±³C»0¬:ª§Ã
³C¦g®±°±³C¦0¨Êb»0ª¹0ªA»À¼©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦0¨i°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªJ¨R¨¾³C¦g®¹0¥§¦0¨i·4¥ﬁ´ÓA´ªQ©A³C´¬H³§¨w¥§¦g®wª0f ³C°¡®wªJ´¸ªJ¦b®
©A³§¦0¦0ªEÀ8ª¨±­ÅªE®¨¾ªA»0·¯ªA´ªA¦g®¨±­ÅªJ·F·FªJ¨&¨±³C¦g®½AÊb»0­ªcL¥§·FªJ¦b®±ªA¨i¬:³C»0° ∼ Ã
^8³C­®
ϕ
ªJ®
ϕ′
¹>ªA»8À ©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦>¨°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªJ¨É¹¥§¦0¨É·4¥Ó´MÓJ´¸ª¢©J³C´¬H³C¨±¥§¦g®wª f ³C°¡®wªJ´¸ªJ¦b®
©A³§¦0¦0ªEÀ8ªÇ¹>ª
W
Ã9R·F³§°±¨A² ­¯·ËªOÀ8­F¨¾®±ª»0¦>ª¨±»>­¯®wª¹X ³C¬:½A°w¥M®wªA»>°±¨
ai
Ê»>­Ñ¥§¬0¬>·F­FÊb»0½Jª¼a
ϕ
©J³C¦0¹0»0­®`a
ϕ′
Ã
ÕÅ³C°±¨(¹0ª©AªE®±®wª³C¬:½A°±¥L®w­¯³C¦0¨A²g·¯ªA¨,ÂÁA©d«>ªA¨ ¦0ªÆ:³C»WCªJ¦b®fÊb»0ªR·¯³C°±¨¹>ªR°±ªJ·4¥L®±­F³C¦>¨¹XÔ½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨AÃ .· ªA¨¡®
¥§·¯³C°±¨&­¯´¸´½A¹0­F¥L®fÊ»>ª
ϕ ∼ ϕ′ Ã
^8»0¬0¬:³C¨¾³C¦0¨
ϕ ∼ ϕ′ ²MªE®S®±³C»MÐ¾³C»>°±¨ ϕ ªJ® ϕ′ °±½J©A»0°¾°±ªA¦g®±ªA¨AÃ§¤¼XÔ¥§¬0°±ÁJ¨ ·F¥ U°±³§¬H³C¨¾­¯®±­F³C¦¶Ü8ÃØÛi¬0¥%WCªÙ gÜ8²
³C¦¸¥
ϕ′ ∈ Eω Ã  ³C´´¸ª&·F¥©d«¥ﬂŁ4¦>ª¹>ª`µ¥L°&§³$c Cω ªA¨¡®¹0½Eº¦0­¯ª aQ¬¥L°¾®w­¯°¹0ªA¨(³C¬:½A°±¥L®wªJ»0°±¨ ai ªE®(Ê»>ª
ϕ
ªJ¨¾®i¥§»>¨±¨±­H¹¥§¦0¨
Eω
²8³§¦¬HªJ»>®®±°±³C»scCªA°»0¦0ª¨¾»0­¯®±ªR¹X ³C¬:½A°w¥M®wªA»>°±¨
ai
¬:³C»0°f¬¥§¨¾¨±ªA°¹0ª
ϕ
a
ϕ′
²'o
½
t
½
ϕ
ªE®
ϕ′
¨±³C¦g®R¹¥§¦0¨·4¥´MÓJ´¸ª©A³C´¬:³C¨w¥§¦g®±ª¨±­¯´¸¬>·FªA´ªA¦g®©A³§¦0¦0ªEÀ8ªL²<ªJ®R¹0³C¦0©*f ³C°¾®±ªA´ªA¦g®©A³C¦0¦>ªEÀ8ª
¹0ª
W
Ã¤¼X ³\[¼·FªQ°±½J¨±»0·®d¥L®AÃ

R»>®±°±ªJ´¸ªJ¦b®R¹0­¯®A²·FªJ¨©J³C´¸¬:³C¨±¥§¦g®wªA¨Pf ³C°¡®wªA´ªA¦g®©A³C¦>¦0ªEÀ8ªA¨R¹0ª
W
¨¾³C¦g®R·¯ªA¨ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·FªA¨
Eω
Ã:ÕÅª
WC°¾³C»0¬:ª G ¥ﬂWC­¯®­¯¦0¹0½A¬:ªA¦>¹¥§´´¸ªJ¦b®¨¾»0°®±³C»0¨·FªJ¨¸ªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·FªJ¨ Eω ¹0­F¨¡®w­F¦>©J®w¨JÃ(ÕªJ¨¸©J³C´¬H³C¨±¥§¦g®wªJ¨
f ³C°¡®wªA´ªA¦g®©A³C¦0¦>ªEÀ8ªA¨i¹0ª
W
¨¾³C¦g®&¹0³C¦0©R­F¨±³§´¸³C°¾¬0«0ªJ¨ ¥§»@WC°±¥§¬0«0ªR¹0ª

¥.·FªJ¸¹0ª G ¹¥L¦0¨ ·4¥°±ªJ¬0°±½O¿
¨±ªJ¦g®d¥L®±­F³C¦ G =< ai, ri > Ã
: °  
Õ¥  ­ W§»0°±ªÉÜÃ¯Ùm×µ¬0¥%WCªÉ×  ¢´¸³C¦g®±°±ª»0¦>ª¼¹>ªA¨ﬁ¹0ªJ»8ÀÏ©A³§´¸¬:³C¨w¥L¦b®±ªA¨ f ³C°¡®wªJ´¸ªJ¦b®Ç©A³C¦0¦>ªEÀ8ªA¨¹0ª
W
¬:³C»0°i·Fª´³8¹0ÁJ·FªQ¹0½.Ð&a8c»¹¥§¦0¨·FªJ¨ªOÀ8ªA´¬0·FªJ¨Ü8ÃØÜﬁ¬¥%WCªÙ  	ﬁªJ®Ü8Ã ¾¬0¥%WCªÙ 	\iªJ®°±ªJ¬0°±½J¨±ªJ¦b®±½Ç¨±»>°
·4¥  ­dWC»0°±ªÜ8ÃÙCÙ¬¥%WCª¨±»>­dcL¥§¦g®wªLÃ .·H¥¹0ªA»8Àﬀ¨±³§´¸´ªJ®±¨(°¾½WC»>·F­FªJ°±¨
xa
ªJ®
xb
Êb»0­:³C¦g®©d«¥L©A»0¦»>¦ﬀ¨±ªJ»0­F·
¹0ª
τa = τb = 2
Ã

ªÊb»0­f{¥§­¯® Ê»>ª
λa = 1
ªE®
λb = 2
ÃÕÅª`f{¥§©E®wªJ»0°i´Ç»0·¯®±­F¬0·¯­F©A¥L®w­ªf<¹0»¼´³8¹0ÁJ·Fª cL¥§»8®
λ = 2
Ã

³C´´¸ªÇ³§¦ ·¯ª¼cC³§­¯®¬0·¯»0¨Q·F³C­¯¦Î²:·Fª WC°±¥§¬0«0ª
W
¥ÉªJ¦¤f{¥§­¯®Q¹>ªA»8À ©J³C´¬H³C¨±¥§¦g®wªJ¨f ³§°¾®wªJ´¸ªJ¦g®
©A³§¦0¦0ªEÀ8ªJ¨A²,©q¥§°ﬁ­¯· Ò¥ ¹>ªA»8ÀÏ©J·4¥§¨¾¨±ªJ¨¹_XÔ½JÊ»>­dcL¥§·FªJ¦0©Aª¬:³C»0° ∼ Ã  ªJ¨©A·4¥L¨±¨±ªJ¨©A³C°¾°±ªA¨¾¬H³§¦0¹0ªA¦g®¸¥§»8À
Ù 	
^8ªJ©J®±­F³C¦
 ﬀ_	ﬁ-#	yﬁ%g*/ ,gﬁ.V
τa = 2
τb = 2
b2
b1
b0
b3 b4
b5
b6
b7
b8
b9

	HÜ8ÃÙCÙ

³¹0ÁA·¯ª>a
10
Æ>°±­F¦>¨AÃ
¹0ªJ»8À¼ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·FªA¨i¹0ª©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨¿yÂÁJ©d«0ªA¨¨±»>­dcL¥§¦g®w¨Z
A1 = {{b4, b7}, {b4, b8}, {b4, b9}, {b6, b7}, {b6, b8}, {b6, b9}},
A2 = {{b3, b7}, {b3, b8}, {b3, b9}, {b5, b7}, {b5, b8}, {b5, b9}}.
^8»0°·4¥  ­dWC»0°¾ªÜ8Ã¯ÙZ×É¬¥ﬂWCª¨±»0­ªc§¥L¦b®±ª¸³§¦¥É°±ªJ¬0°±½J¨±ªA¦g®±½ﬀ·4¥É©A³§´¸¬:³C¨w¥L¦b®±ª¹0ª
W
©A³C°¾°±ªA¨¾¬H³§¦0¹¥§¦g®¼a
A1
ÃÄQ¦ ¬:ªA»>®·4¥ c§³C­F°ﬁ©J³C´¸´ª
Eω
²Ñ¬:³C»0°
ω = {b4, b7} ¬0¥§°ªEÀ8ªA´¬0·FªLÃ,¤¼XÔ¥§­F·¯·FªA»>°±¨A²S­F·Q¥ ¹0ªJ¨
©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨i°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ªA¨Ê»>­S¥L¹0´¸ªE®±®±ªA¦g®R©JªJ®¾®wª©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦8¿yÂÁJ©d«0ª8Z
ϕ1
¬0¥§°iªEÀ8ªA´¬0·FªLÃ  ¥
¥§»0°±¥§­¯®Ë®w°¾ÁA¨Æ0­¯ªA¦Ç¬>»ﬁ¦0ª&¬¥§¨çÓE®w°¾ª ·Fªf©q¥§¨JÃbÄ¦ﬁ¥°±ªJ¬0°±½J¨±ªA¦g®±½·XÔ³§¬H½J°w¥L®±ªA»0°
aa
¬¥§°S¹0ªA¨ÑÂÁJ©d«0ªA¨,¦0³§­F°±ªJ¨A²
ªJ®
ab
¬¥§°&¹0ªJ¨ÂÁJ©d«0ªA¨°±³§»WCªA¨JÃ

³C´¸´ª³C¦¥@Z
id = a4a a
2
b ,
³C¦¼¬HªJ»>®PcC½J°±­¯º0ªA°iÊb»XÔªJ¦µ¬0°¾ªA¦¥L¦b®
4
ÂÁJ©d«0ªA¨¦0³C­F°¾ªA¨&ªE®
2
ÂÁJ©d«0ªA¨°±³C»W§ªA¨A²³§¦°¾ªJc­FªJ¦b®i®±³C»MÐ¾³C»0°¾¨¥§»
´ÓA´ªªA¦>¹0°±³C­®qÃ®w¥§¦g®,¹0³C¦0¦>½Aª&»0¦0ª&©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªi¬¥L°¾®w­¯©A»0·¯­FÁJ°±ª§²M³C¦ﬁ¬:ªA»>®f{¥§©A­¯·FªA´ªA¦g®
®w°¾³C»ﬀc§ªA°Q·4¥¸©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦¢°±½J©A»0°¾°±ªA¦g®±ª½JÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦g®wªÇ¬0¥§°Q½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨
e
©A³C´´ª
λ = 2
²H­F·Ë¦X ¢¥
Êb»0ª
2
©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦0¨°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªJ¨¶¬0¥§°
./
¿.©A·F¥§¨±¨¾ª$jOÃËÄQ¦ ¬¥§¨¾¨±ª¹0ª·YX »0¦0ª8aÉ·YXÔ¥§»>®±°±ªﬁªA¦ ½AÆ:³C»0·F¥§¦g®
»0¦0ª f ³C­¯¨Q·FªÇ¬>»0­¯®±¨QªJ®°±ªJ·4¥MÀ>¥§¦g®q²Î¥§»>®w°¾ªA´ªA¦g®¹0­¯®ªA¦Ó¥§¬0¬0·¯­FÊb»¥§¦g®·YX ³C¬:½A°±¥L®wªJ»0°
a2a ab
²Î©ﬂXÔªJ¨¾®¾¿baM¿.¹>­F°±ª
ªA¦¼¬0°¾ªA¦¥§¦g®¹0ªJ»8ÀÉÂÁA©d«>ªA¨¦0³C­F°¾ªA¨iªJ®i»>¦0ªQÂÁA©d«0ª¶°±³C»ﬀWCª§ÃkUS¥§°iªEÀ8ªA´¬0·¯ª§²
ϕ1
ªJ®
ϕ2
©A³§¦0¨¾®±­¯®w»>ªA¦g®·FªA¨
¹0ªJ»8À¼©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨&½AÊb»0­ªcL¥§·FªJ¦b®±ªA¨i¹X »0¦0ª
./
¿.©J·4¥§¨¾¨±ªLÃ
È¦ ³C»>®±°±ªL²(³§¦ c§³C­¯®¸¥§»0¨¾¨±­iÊb»0ª¼·YX ³C°±¹0°¾ªÉ¹0ª
aa
ªJ¨¾®
8
ªE®ﬀ©JªA·¯»0­&¹0ª
ab
ªA¨¾®
4
Ã

³§´¸´ª G ªA¨¡®
¹X ³C°±¹>°±ª
16
ªE®wWC½J¦0½A°¾½R¬¥§°
aa
ªE®
ab
²b­F· ¦X ªA¨¡® ¬¥§¨f©J©A·¯­FÊb»0ª
e
pgcd(4, 8) > 1
jEÃ

ªA¨½J·F½J´¸ªJ¦b®±¨¨¾³C¦g®
¨±» ¸¨±¥§¦g®w¨¬H³C»>°i®±°±³C»scCªA°·4¥ f ³C°¾´¸ªQ¦0³§°±´¸¥§·FªQ¹0ª¼^8´­¯®±«¼¹>»4WC°¾³C»0¬:ª G Z G = Z/2Z× Z/8Z Ã:È¦
ªJÌHªJ®A²¬¥§°¾´¸­Î·¯ªA¨
5
f ³C°¾´¸ªJ¨* »'noY§ngo(¬:³C¨±¨¾­FÆ0·¯ªA¨Z
Z/2Z× Z/2Z× Z/2Z× Z/2Z,
Z/2Z× Z/2Z× Z/4Z,
Z/2Z× Z/8Z,
Z/4Z× Z/4Z,
Z/16Z,
·Fªﬁ¬>°±³¹0»0­¯®
Z/2Z × Z/8Z ªA¨¡®¶·¯ªﬁ¨±ªJ»0·,Ê»>­©A³C¦g®w­¯ªA¦0¦>ª»>¦Ó½J·F½A´ªA¦g®¹X ³C°±¹>°±ª 8 ªJ®»0¦ ¹XÔ³§°±¹0°¾ª 4
¨w¥L¦0¨gÓJ®w°¾ª©J©A·¯­FÊb»0ª§Ã 
Ù 	 	
 
	 ﬀﬁﬂﬃﬀ	 !"#$ﬁ%&ﬃ'	() *	+,-ﬁ.+0/'ﬁ2143+5
τa = 2
τb = 2
aa
aa
ab
0 0
0 0
0
00 0
0
0
0
0
1 1
1
1
1111
1
11
111
1 1
1
1
1 1
ϕ2
ϕ1
 	<ÜÃ¯Ùm×

	¦>ª¹>ªA¨¹0ªA»8À©A³C´¬H³§¨w¥§¦g®wªJ¨!f ³C°¾®±ªA´ªA¦g®©A³C¦0¦>ªEÀ8ªA¨¹0»BWC°w¥§¬>«0ª
W
Ã
− o −

³C´´¸ªi³C¦·YXÔ¥Q½JcC³Êb»0½R¬>·F»0¨,«¥§»8®q²g³C¦¸©A³C¦0¦0¥ﬂŁF®,¹0½.Ð&a·¯ªi¦0³C´ÇÆ0°¾ªi¹0ª©J³C´¬H³C¨±¥§¦g®wªJ¨f ³C°¡®wªJ´¸ªJ¦b®
©A³§¦0¦0ªEÀ8ªJ¨¹0ª
W
Z0­F·Î¨JXØ¥ﬂWC­¯®&¹>»¦0³§´ÇÆ0°±ªQ¹_XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·FªJ¨
Eω
¹0­¯¨¾®±­F¦0©E®w¨A²>ªJ®¬¥§°&©J³C¦0¨±½JÊb»0ªA¦g®©ﬂXÔªJ¨¾®·Fª
¦0³C´Æ0°±ªQ¹0ª©A·F¥§¨±¨¾ªA¨i¹0ª·4¥Ç°¾ªA·F¥L®w­¯³C¦ ∼ Z
>¯  ¯.   ³o»k§r-n2pb§r-p ©$§  tgp n)lYµ%r-¬ oYtgn
xi ¶ gi = pgcd(τi, di) ¶
 %¬­§nﬃ© ¬­t µ%ny g»kkt
W
 ,£& tgp
(
∏
xi 6=q gi)
mﬃ§ »k§$© %¢kpbtﬃ© .§npbt tg¢kpPmﬃ§¢k¢_ty·stﬃ©
½
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢

XÔªJ¨¾®»0¦¼©A³C°¾³C·F·F¥§­F°¾ªR¹0­¯°±ªA©E®i¹0ª·4¥ U°±³§¬H³C¨¾­¯®±­F³C¦@h0Ã iﬁ¬¥%WCªÙmÜ >Ã

× 
^8ªJ©J®±­F³C¦
 ﬀ_	ﬁ-#	yﬁ%g*/ ,gﬁ.V
	¦©J³C°±³C·¯·4¥§­¯°±ª&¹0»%@&«0½A³C°¾ÁA´ªÜ8ÃØ×ﬂh¬0¥%WCªÙ 	\¾¶ªE®&¹0»ÕÅªA´´ªÜ8ÃØ×CÜ¬¥%WCª¶Ù 	 ªJ¨¾® Êb»0ª®w³C»0¨·FªA¨
ªA¦>¨±ªA´Æ0·FªJ¨
Eω
³C¦g®·FªQ´ÓA´ªQ©q¥§°¾¹0­F¦0¥§·Í²ﬀa¨±¥.cC³C­¯°·XÔ³§°±¹0°¾ª¹0ª G Ã
®*¯°V'±.q²"  
ﬀ
t>µ%n)§r$»kt G =< ai; ri > £%r4¥  tﬃ©gp!¬­t>µ%n)§r$»kt  ©ﬃ©$§$mgoYl 	B¬ª    %pnoYmﬃt
(λi∆
q
i )xi 6=q ½
¬­§nﬃ©
¶
§¢~  
|Eω| = |G| =
∏
xi 6=q
λi
 |det(∆q)| =
∏
xi 6=q
λi
 |T |,
§
 T tﬃ©gp ¬&¹ºtg¢ﬀ©$t «¬­t£-tﬃ©¼ %nJ«nﬃtﬃ©¼mﬃ§rs¨$ny %¢kpq©¼£%rEµ%ny g»kkt>£%r# §£g¬­t
½
 t!»'¬ r,©
¶
|E| = (∏xi 6=q τi)|T | ½
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢
U ¥§°·4¥É¹0½Eº¦0­¯®±­F³C¦ ¹0ª G ªJ¦Ó®wªJ°±´ªA¨¹0ª W§½A¦0½J°w¥L®±ªA»0°¾¨¶ªE®°¾ªA·4¥M®w­F³§¦0¨A²Î³§¦¨w¥L­¯®Êb»0ª (λi∆qi )xi 6=q
ªA¨¡®&·4¥´ﬀ¥M®w°±­¯©Aª¹0»@WC°¾³C»0¬:ª§ÃR·F³§°±¨ |G| =
(∏
xi 6=q λi
)
|det(∆q)| Ã>ÕVX ½Wg¥§·¯­¯®±½ |Eω| = |G| c­FªJ¦b®¹0»
ÕÅªA´´¸ªRÜ8ÃØ×CÜ¶¬¥ﬂWCªÙ 	>ÃÈ® ªA¦>º¦<²>·FªPf{¥§­®Êb»0ª |det(∆q)| ¨¾³C­¯®½Wg¥§·a |T | ¥¶¹0½Ð&aÇ½E®w½ c»¹¥L¦0¨ ·4¥
¬0°¾ªA´­FÁA°¾ªQ¬¥§°¡®w­FªL²0ªJ®©J³C°±°¾ªA¨±¬:³C¦0¹¥§» µ¥L®±°±­`À @Ë°±ªAª @&«0ªJ³C°±ªJ´
e
©JfÃÎÖ iMÚqjOÃ
U ¥§°&·¯ª

³C°±³§·F·4¥L­F°±ªRÜ8ÃØ×%¾Ç¬¥%W§ªQ¬0°±½J©A½A¹>ªA¦g®wªL²:³§¦¼ªJ¦É¹0½A¹0»>­¯®iÊb»0ª |E| = (∏xi 6=q gi)|Eω| ªJ®¥§­¯¦0¨±­
·4¥Ç¹>ªA°±¦>­FÁA°¾ª½Wg¥§·¯­¯®±½§Ã

: °  
Ä¦ °±ªJ¬0°±ªJ¦0¹ ·YXÔÈÑÀ8ªJ´¸¬0·¯ª Ü8Ã Ò¬¥%W§ªÒÙ 	>ÃfÕ¥  ­ W§»0°±ª¢Ü8Ã¯ÙZ×Ó¬¥%WCªµ¬0°±½J©A½A¹>ªA¦g®wª ´³C¦g®w°±ªµ»0¦0ª ¹0ªJ¨
©A³§´¸¬:³C¨w¥L¦b®±ªA¨zf ³C°¾®±ªA´ªA¦g®(©A³C¦>¦0ªEÀ8ªA¨f¹0ª
W
Êb»0­HªJ¨¾®f­F¨¾³C´¸³§°±¬0«0ªi¥L»2WC°±¥§¬0«0ª¹0ª

¥.8·¯ªJ¹0»2WC°±³§»0¬Hª
G ¹0»´³¹0ÁA·¯ª¬:³C»0°f·4¥¬0°±½J¨±ªA¦g®w¥L®w­¯³C¦ G =< ai, ri > ÃﬀUS¥§°·¯ª  ³C°¾³C·F·F¥§­F°¾ªÜ8ÃØ×%¾¶¬¥ﬂWCªR©J­¿.©J³C¦g®w°¾ª§²³C¦
¨w¥L­¯®iÊb»0ª
W
¦XÔ¥§¹0´ªJ®Êb»0ª
2
©A³§´¸¬:³C¨w¥L¦b®±ªA¨!f ³C°¡®wªA´ªA¦g®©A³§¦0¦0ªEÀ8ªJ¨
e
ga = 2
ªE®
gb = 1
jOÃ
U ¥§°i·F¥ U,°¾³C¬:³C¨±­®w­F³§¦¼Ü8Ã×§Û8²0³C¦¼¬HªJ»>®i©q¥L·F©A»>·FªA°&·F¥®d¥§­¯·F·¯ªR¹0ª©d«¥§©J»0¦0ª¹0ª©AªJ¨©J³C´¸¬:³C¨±¥§¦g®wªA¨JÃ Õ¥
´¸¥L®w°¾­F©Aª
∆q
¹0»¼´¸³¹0ÁJ·Fª`cL¥§»>®Z
∆q =
( −4 2
2 −3
)
.
È¦¢¬¥§°¡®w­¯©A»0·¯­FªA°J²0©AªJ·4¥¦0³C»0¨¹0³C¦0¦0ª |G| = λa × λb × det(∆q) = 1× 2× 8 = 16 ÃHÄ¦µ°¾ªJ®±°±³C»ﬀc§ª
Æ0­¯ªA¦
16
©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦0¨Q°±½J©A»0°¾°±ªA¦g®±ªA¨Ç¨¾»0°·4¥  ­ W§»0°±ªÜ8ÃÙm×¬¥%WCª©J­¿.©J³C¦g®w°¾ª§Ã

³C´´¸ªﬁ³§¦Ò¥¹0ªA»À
©A³§´¸¬:³C¨w¥L¦b®±ªA¨Vf ³C°¡®wªA´ªA¦g®,©J³C¦0¦0ªOÀ>ªJ¨f¹0¥§¦0¨
W
²C­F·ﬀÇ¥QªA¦®w³C»>®
32
©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦0¨°±½J©A»0°¾°±ªA¦g®±ªA¨AÃ>Ä¦
°±ªE®w°¾³C»ﬀcCªÆ0­¯ªA¦
32 = 2× 2× 8 ²0©q¥L° τa = τb = 2 ªJ® |T | = 8 Ã 
− o −
uwv<(wv)(
 %,-

}
+{8'ﬃ// -0%*

//53 *z + 38+%z -538/ 2*R/
ﬂ ¯°

±     ¯ I° 

³C´´¸ªÉ³C¦·YXÔ¥ ¹0½.Ð&a]f{¥L­¯®¹¥§¦0¨·FªÉ©A¥§¹0°±ª¹0»®w¥§¨¹0ª¨±¥§Æ0·¯ª§²,³C¦ ¬HªJ»>®¸®±°±³C»scCªA°¸»0¦0ª¼·F³C­&¹>ª
©A³§´¸¬:³C¨±­®w­¯³C¦Ï­F¦g®wªJ°±¦0ª¼¨±»0°¸·FªJ¨©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦>¨¸°¾½A©A»>°±°±ªJ¦g®wªA¨ﬀÊ»>­´Ç»>¦0­F¨¾¨±ª¼©AªJ®ﬀªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fªµ¹_XÔ»0¦>ª
¨¾®±°±»0©E®w»0°¾ªﬀ¹0ª WC°¾³C»0¬:ª­¯¨±³C´³C°¾¬0«0ª a G ÃRUË³C»0°Ê»>ª¸©JªA·4¥¼¥§­®¶¹>»Ó¨¾ªA¦0¨J²S³C¦Ó¹0³C­®¨±ªﬀ°¾ªA¨¡®w°±ªJ­F¦0¹>°±ª2a
»0¦ªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ª
Eω
¬:³C»0°(»0¦0ª©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦8¿yÂ0ÁA©d«0ª
ω
¹0³C¦0¦>½Aª§Ã

ªJ®¾®wªR¹>ªA°±¦>­FÁA°¾ª cL¥¶¦>³C»0¨¨¾ªA°{c8­¯°f¹>ª
× >Ù
 
	 ﬀﬁﬂﬃﬀ	 !"#$ﬁ%&ﬃ'	() *	+,-ﬁ.+0/'ﬁ2143+5
°±½gf ½A°¾ªA¦0©Jª§Ã È¦ÉªJÌHªJ®q²>½J®d¥L¦b®i¹>³C¦0¦0½Jª
ω
³§¦¬HªJ»>®¥§¨±¨¾³8©J­FªJ°&¥§»8À³C¬H½J°w¥L®±ªA»0°¾¨
ai
¹0ªA¨&©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨
°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ªA¨¹0ª
Eω
¹0ª´ﬀ¥L¦0­FÁJ°±ª©A¥§¦0³C¦0­¯Êb»0ª§Ãz^­ ³C¦Ï¦0³§®±ª®w³C»MÐ¾³§»0°±¨
ei
·4¥µ©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦¿bWC°±¥§­F¦
¥§¨¾¨±³©A­F½Jª*a·XÔ³§¬H½J°w¥L®±ªA»0°
ai
Z
ei = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1
, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−i
),
¥§·¯³C°±¨J²0³C¦É¬HªJ»>®¹0½Jº0¦0­F°&»0¦>ª¥§¬>¬0·F­¯©q¥L®±­F³C¦
Ψω
®±ªA·¯·FªÊb»0ª Z
∀xi 6= q, Ψω(ai) = φ˜i,
³\[
φi
ªJ¨¾®·4¥Ç©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦
(ω, ei)
Ã
®*¯°V'±.q²" 
ﬀ
¹  g»,»'¬ oYm& %poY§¢
Ψω
©k¹ºlgp(tg¢'£2¢' %pr-nﬃtg¬q¬­t tg¢kp 	 G tgp!tﬃ©gp!mﬃ§ »ﬀ %po«¬­t %¨%tﬃm¬ª 
¬­§oz£R¹  -mgpoY§¢]£-tﬃ© §ﬃ»klgny %p(tgr-n)©
ai ½ 
¢2»ﬀ %npoYmgr-¬ oYtgn
¶
©go
g =
∏
xi 6=q
akii ,
 %¬­§n)©
Ψω(g) = φ˜g ¶
§

φg = (ω, k1e1 + · · ·+ knen) ½
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢
^8³C­®
g
»>¦½J·F½A´ªA¦g®i¹0ª G ¹X ½A©A°¾­¯®±»0°±ª8Z
g =
∏
xi 6=q
akii .
R·¯³C°±¨J²
Ψω(g)
ªA¨¾®i¦0¥L®w»0°¾ªA·¯·FªA´ªA¦g®¹0½Jº¦>­Î©A³C´´ª½E®d¥§¦g®i·4¥©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦ﬀ®w«>ªA°±´­FÊb»0ªJ´¸ªJ¦g®&½AÊb»0­`¿
cL¥§·FªJ¦g®wªa
(ω, k1e1 + · · ·+ knen) Ã¤Rª©JªJ®±®±ª´ﬀ¥§¦>­FÁA°¾ª§² Ψω ªA¨¾®iÆ>­FªA¦É¹0½Eº¦0­¯ª§²©q¥L°&©AªJ®¾®wª©A³§¦>ºkWC»8¿
°w¥M®w­F³§¦µ¦0ª¶©d«¥§¦WCª¬¥§¨RÊb»0ªJ·F·¯ª¶Êb»0ªÇ¨¾³C­¯®·YX ½A©J°±­®w»0°¾ª¹0ª
g
Ã:È¦ ªEÌ<ªE®q²:·FªA¨©d«¥§¦W§ªA´ªA¦g®w¨¹_XÔ½J©A°±­®w»0°¾ª
©A³§°±°±ªJ¨±¬:³C¦0¹0ªJ¦g®Ea ¹0ªA¨¨±»>¬HªJ°¡¿.½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨¹0ªÉ¨±³C´´¸ªE®w¨ﬁ°¾½WC»0·¯­FªJ°±¨@ZªA¦ ¬¥§°¡®w­¯©A»0·¯­FªA°J² ³C¦ °±ªJ¨¾®±ª
¹¥§¦>¨·F¥Ç´MÓJ´¸ªQ©J·4¥§¨¾¨±ª¬:³C»0°
q
./
Ã
³C¦g®w°¾³C¦0¨(Êb»0ª¹0¥§¦0¨(©AªA¨(©A³§¦0¹0­¯®±­F³C¦>¨A²C·XØ¥§¬>¬0·F­¯©q¥L®±­F³C¦
Ψω
ªJ¨¾®f©A³C´¬¥L®±­FÆ0·¯ª&¥.cCªJ©R·4¥·¯³C­0¹XÔ¥§©E®w­F³§¦
¹0ªJ¨ ³C¬:½A°w¥M®wªA»>°±¨AÃ^8³C­®
ai
»0¦ﬀ³C¬H½J°w¥L®±ªA»0°J²>ªE®
g
»0¦½J·FªA´ªA¦g®¹0ª G ÃR·¯³C°±¨J² Ψω(aig) ªJ¨¾®&·F¥¶©J³C¦>ºkWC»¿
°w¥M®w­F³§¦°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ª&®w«0ªJ°±´­FÊb»0ªA´ªA¦g®½JÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦g®wª!a
Ψω(g)+ei
Ã\µ¥§­F¨S¨±­8³C¦¥§¬0¬0·¯­FÊb»0ªf·YX ³C¬H½J°w¥L®±ªA»0°
ai
a
Ψω(g)
² ³C¦®w°±³§»ﬀcCªÐ¾»>¨¾®wªJ´¸ªJ¦g®Q©AªE®±®wªﬁ©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦<Ã

ª°±½A¨¾»0·¯®w¥L®¨JXÔ½E®wªJ¦0¹ Æ0­FªJ¦¢¨ 0° a¸®w³§»0¨
·FªJ¨&³C¬:½A°w¥M®wªA»>°±¨i¹0ª G Ã 
®*¯°V'±.q²" 
ﬀ
¹  g»,»'¬ oYm& %poY§¢
Ψω
tﬃ©gpr-¢_t>«o .tﬃmgpoY§¢¤£-t G £, %¢ﬀ© Eω ½
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢
U ¥§°·F¥¢¬0°±³C¬:³C¨¾­¯®w­¯³C¦¬0°¾½A©A½J¹0ªA¦g®±ªµªJ®·¯ªÕÅªA´´¸ª¼Ü8ÃØ×CÜ¢¬¥%W§ª Ù 	>²Ñ³§¦¨±¥§­¯®ﬁÊb»0ª
Ψω
ªA¨¡®ﬀ¨¾»0°¡¿
Ð¾ªA©E®w­ªcCª§Ã

³C´´¸ª
Eω
ªA¨¡®ﬁ»0¦0ªﬀ©A³C´¬H³§¨w¥§¦g®wª f ³C°¾®±ªA´ªA¦g®Ç©J³C¦0¦0ªOÀ8ª¹0»WC°±¥§¬0«0ª
W
²Ë¨±­
ϕ
ªJ¨¾®ﬁ»>¦0ª
©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ª¶¹>ª
Eω
² ¥§·F³C°¾¨ ­F·HªEÀ8­F¨¡®wª»0¦¼³C¬:½A°w¥M®wªA»>°
g
¹0ª G ²8®wªA·ÅÊb»0ª gΨω(id) = ϕ Ã
U ¥L°·F¥Ç¬0°±³§¬H³C¨¾­¯®±­F³C¦¬0°¾½A©J½A¹0ªJ¦b®±ª§²:©AªJ·4¥ﬁ¨±­dWC¦0­¯º0ªÊb»0ª
Ψω(g) = ϕ
Ã
^8»0¬0¬:³C¨¾³C¦0¨
Ψω(g) = Ψω(g
′)
ÃRUS¥§°¶·F¥¼¬>°±³C¬:³C¨±­®w­¯³C¦ ¬0°±½J©A½A¹>ªA¦g®wªL² ©AªJ·4¥¼¨±­ W§¦0­¯ºª¬0°¾½A©J­F¨±½J´¸ªJ¦g®
Êb»0ª
Ψω(gg
′−1) = Ψω(id)
²0ªJ® ªA¦¼°±½q¥L¬0¬0·F­¯Êb»¥§¦g®&©AªE®±®±ªQ¬0°±³C¬:³C¨¾­¯®w­¯³C¦Êb»0ª
gg′−1 = id
²o
½
t
½
g = g′
Ã
¤¼X ³\[¼·YX ­F¦MÐ¾ªJ©J®w­ªc­¯®w½LÃ

× g×
^8ªJ©J®±­F³C¦
 ﬀ_	ﬁ-#	yﬁ%g*/ ,gﬁ.V
− o −
ÕÅªA¨Ç¹0ªJ»8À¬0°±³C¬:³C¨¾­¯®w­¯³C¦0¨¬0°¾½A©A½J¹0ªA¦g®±ªA¨¬HªJ°±´ªJ®¾®wªA¦g®¹0ª©q¥L·FÊb»0ªA°¶·4¥É¨¾®±°±»0©E®w»0°¾ª¹0ª G ¨¾»0° Eω Ã
È¦ ¬¥§°¡®w­F©J»0·F­¯ªA°J²³C¦¢¬:ªA»>®R¹0½Jº¦>­F°R»>¦0ªÇ·F³§­Ë¹>ªÇ©A³C´¬:³C¨±­®w­F³§¦­¯¦b®±ªA°¾¦0ª ⊕ω ¨¾»0° Eω ²:Êb»0­ ´Ç»>¦0­¯® Eω
¹X »0¦0ª¨¾®±°±»0©E®w»0°¾ª¶¹>ª*W§°±³C»0¬:ª¥§Æ:½A·F­¯ªA¦ÎÃ
@,+R$' Ä¦µ¹0½Eº¦0­®»>¦0ª·¯³C­Î¹0ª¶©A³C´¬H³§¨±­¯®±­F³C¦­¯¦g®wªA°¾¦0ª ⊕ω ¨±»>° Eω ¹>ª¶·F¥´¸¥§¦0­¯ÁA°±ªQ¨¾»0­¿
cL¥§¦g®wª8Z
∀ϕ1, ϕ2 ∈ Eω , ϕ1 ⊕ω ϕ2 = Ψω(Ψ−1ω (ϕ1)Ψ−1ω (ϕ2)).
U ¥L°¹0½Jº0¦0­¯®±­F³C¦Î² ⊕ω ªA¨¡®Q¹0½Jº0¦0­Fªﬁ¹0ª´ﬀ¥§¦>­FÁA°¾ª aﬀ©JªﬁÊb»0ª Ψω ¨±³§­¯®»>¦ ­F¨±³§´¸³C°¾¬0«0­¯¨±´ª¶¹0ª¼WC°±³C»>¬Hª  
³C¦¼¥¹0³C¦0©·FªQ°¾½A¨¾»0·¯®w¥L®i¨±³C»>«¥§­¯®±½ Z
®*¯°V'±.q²"!  
ﬀ
¹ºtg¢ﬀ©$t «¬­t
Eω
 rs¢koz£-t ⊕ω tﬃ©gp r-¢Bµ%n)§r»kt¼ ,«glg¬ oYtg¢ o­©$§ §n
»kkt 	 G ½
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢

·4¥§­¯°±ªJ´¸ªJ¦b®A² ⊕ω ªA¨¡®Æ0­¯ªA¦»0¦0ªµ·¯³C­&¹0ª¼©A³C´¬:³C¨±­®w­F³§¦ ­¯¦g®wªA°¾¦0ª¼¬H³C»>° Eω ²,ªJ®¸¨±³§¦P©q¥§°±¥§©J®±ÁA°¾ª
¥§Æ:½A·¯­FªA¦ªJ¨¾®­F´´½A¹0­F¥L®qÃ
Ä¦ ¦0³§®wª
Iω
·4¥¸©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦µ°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªÇ®±«0ªA°¾´¸­¯Êb»0ªA´ªA¦g®½JÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦g®wª a
(ω, 0)
Ã<ÄQ¦µ¬HªJ»>®
´³C¦g®w°±ªJ°SÊb»X ªA¦>f{¥§­¯®A²
Iω
ªA¨¾® ·YX ­F¹0ªJ¦g®w­¯®±½,¬H³C»>°S·F¥·¯³C­ ⊕ω ÃMÈ,¦ªJÌHªJ®q²M¬¥§°Ë·YXÔ¥§·dWC³C°±­®w«0´ªS®±«0ªA°¾´¸­¯Êb»0ª§² Iω
ªA¨¡®Ë·Fª°±½J¨±»0·®d¥L®Î¹0ª,·YXÔ¥§¬0¬0·¯­F©q¥M®w­F³§¦R¹0ª,·YX ³C¬:½A°±¥L®wªJ»0°Î¦0³§®±½
id
¨±»0°
(ω, 0)
 A¥§»>®w°¾ªA´ªA¦g®Ë¹0­¯®
Iω = Ψω(id)
Ã
R·¯³C°±¨&¬:³C»0° ®±³C»>®±ª©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦°¾½A©J»0°±°¾ªA¦g®wª
ϕ
¹>ª
Eω
²
Iω ⊕ω ϕ = Ψω(Ψ−1ω (Iω)Ψ−1ω (ϕ)) = Ψω(idΨ−1ω (ϕ)) = ϕ.
¤Rª¬0·F»>¨A²0¬¥L° ·FªÕÅªA´´ªÜ8ÃØ×CÜ¬¥%WCªﬁÙ 	>²>­¯·<ªOÀ>­¯¨¾®±ªQ»0¦³§¬H½J°w¥L®±ªA»0°
g
Êb»0­Å¥§¬>¬0·F­¯Ê»>½0a
ϕ
´¸ÁJ¦0ª
a
Iω
ÃR·¯³C°±¨J²
Ψω(g)
ªA¨¾®·XÔ­¯¦c§ªA°¾¨±ª¹0ª
ϕ
¬:³C»0° ⊕ω ÃÈ¦¼ªJÌHªJ®A²
Ψω(g)⊕ω ϕ = Ψω(gΨ−1ω (ϕ)) = gΨω(Ψ−1ω (ϕ)) = gϕ = Iω.

− o −
 
R$'  sﬀﬀ 
Ä¦ﬁ¥©J³C¦0¨¾®±°±»0­®Ñ»0¦>ª³C¬:½A°±¥L®w­¯³C¦ ⊕ω ¨¾»0° Eω ²L´¸¥§­F¨ªJ·F·Fª(¦0ªf¨±ªA´Æ0·Fªf¬¥§¨S®±°±ÁJ¨ ­F¦g®±»0­¯®±­dcCª  Q»'ngoY§noÃ

ªA¬:ªA¦>¹¥§¦g®q²Å¨¾­Ñ³C¦ °±ªJWg¥§°¾¹0ªﬁ¹0ªﬁ¬0·¯»0¨¬0°¾ÁA¨A²ÅªJ·F·¯ªªA¨¡®¥§¨±¨¾ª
¨±­¯´¸¬>·Fª§Ã

³C´´¸ª¶¹¥§¦0¨Q·¯ªÇ´³8¹0ÁJ·Fª¶¹0»
®d¥L¨¹0ª&¨w¥§Æ>·Fª§²L·4¥R·¯³C­ ⊕ω ªJ¨¾®,»0¦0ª&·¯³C­>Êb»0­0¥§¹0¹0­®w­F³§¦0¦0ª¹>ªA¨©A·F¥§¨±¨¾ªA¨,¹X ½AÊb»0­ªc§¥L·FªA¦>©Aª&¹0ª&·F¥R°±ªJ·4¥L®±­F³C¦
q
./
Ã
U·F»>® §®Êb»0ª&¹0ª&·F¥R¹0½Eº¦0­F°,¥L»ﬁ´¸³$CªJ¦¹0ª&·YXÔ¥§¬0¬0·¯­F©A¥L®w­¯³C¦
Ψω
²§³C¦¬:ªA»>®Ñ·4¥¹0½Eº¦0­F° ¬0·F»0¨ ¹0­F°¾ªA©J®±ªA´ªA¦g®qÃ
@,+R$' ^8­
ϕ
ªA¨¾®f»0¦0ª©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªR¹0ª
Eω
²³§¦ﬀ¥§¬>¬HªJ·F·Fª
ω
¿y°±ªA¬>°±½A¨¾ªA¦g®d¥M®w­F³§¦
¹0ª
ϕ
·4¥ﬁ©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦
ϕω
®±ªA·F·¯ªÊb»0ª Z
 ϕω
¥§¹0´ªJ®
ω
©J³C´´¸ª©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦¿yÂÁJ©d«0ª§²
 ϕω 7→ ϕ ²

ªE®
ϕω
ªA¨¡®¹>ª¶°±¥§¦W´¸­¯¦0­F´¸¥§· Ã
× \i
 
	 ﬀﬁﬂﬃﬀ	 !"#$ﬁ%&ﬃ'	() *	+,-ﬁ.+0/'ﬁ2143+5
È¦¬0¥§°¾®±­F©A»>·F­FªJ°A²
ϕ
ªJ®Ñ¨w¥
ω
¿.°¾ªA¬0°¾½A¨¾ªA¦g®d¥L®±­F³C¦¨¾³C¦g®Ñ®w«0ªJ°±´­FÊb»0ªJ´¸ªJ¦b®Ñ½AÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦g®wªJ¨  CªJ·F·FªJ¨Ñ¥§¬>¬¥§°¡¿
®w­¯ªA¦0¦>ªA¦g®,®w³C»>®±ªA¨,¹0ªJ»8À2a Pq(ϕ) ÃbÄ¦¸¬:ªA»>®(½E®wªA¦>¹0°±ªi©AªE®±®±ª¹0½Eº¦0­®w­F³§¦8a®±³C»>®wªJ¨,·FªA¨©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦>¨
ªJ®R¹0½Jº0¦0­F°»0¦0ª
ω
¿y°±ªA¬>°±½A¨¾ªA¦g®d¥M®w­F³§¦¢¬H³§»0°R¦X ­F´¬:³C°¾®±ª¶Êb»0ªJ·F·Fª¶©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦ÎÃ .·S¨¾»®Q¨±­¯´¸¬>·FªA´ªA¦g®
¹0ªÉ°±ªJ´¸¬>·4¥§©JªA°·Fª¨¾ªA©A³§¦0¹ ¬:³C­F¦g®¬¥L°
ϕω D ϕ
Ã f­FªA¦Ï¨  0°A²,¨±­
ϕ
ªA¨¡®ﬀ°¾½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªL²(©JªA·F¥ ­¯´¸¬0·¯­FÊb»0ª
ϕω 7→ ϕ
e
©JfÃIU°¾³C¬H³§¨±­¯®±­F³C¦ ÜÃ× É¬¥%W§ª¼Ù 	g×\jEÃIUS¥§°¹0½Jº0¦0­¯®±­F³C¦Î²
ϕω
ªJ¨¾®¶·Fª´­F¦0­¯´Ç»0´ ¬H³§»0°
D
¹0ª
·YX ªA¦>¨±ªA´Æ0·Fª
Aωϕ
¨±»0­ªc§¥L¦b®Z
Aωϕ = {ϕ′ = (ω, h′), ϕ′ D ϕ}.
.¦g®w»0­®w­ªcCªA´ªA¦g®A²
ϕω
ªA¨¡®·4¥Ç©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦¨±»>¬H½J°±­FªJ»0°±ª*a
ϕ
·4¥Ç¬0·¯»0¨i¬0°±³©d«0ª¹X ªA·¯·Fª¹¥L¦0¨i·Fª®w°¾ªA­¯·F·F­¯¨
(Pq(ϕ),D) ²ªJ®i®±ªA·F·¯ªÊb»0ª·4¥Ç©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦8¿ÍÂÁA©d«0ª¨¾³C­¯® ω Ã
È¦Lf{¥L­¯® ·XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ª¹0ªA¨
ω
¿y°±ªJ¬0°±½J¨±ªA¦g®w¥L®w­¯³C¦0¨&¹0ª
ϕ
Êb»¥§¦>¹
ω
¬0¥§°±©J³C»0°¾® ·4¥ ∼ ¿.©J·4¥§¨¾¨±ªQ¹X ½AÊb»0­ªc§¥m¿
·FªJ¦0©Aª,¹0ª,·F¥i©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦¿yÂÁJ©d«0ª,¹0ª
ϕ
ªJ¨¾®Ë®w°±ÁJ¨f{¥§©A­¯·Fªza&¹0½J®±ªA°¾´¸­¯¦0ªA°JÃ .·g¨XÔ¥%WC­¯®¹>»¶¬¥L°w¥§·¯·F½A·¯½A¬0­¯¬HÁJ¹0ª
a
n
¹0­F´ªA¦0¨¾­F³C¦>¨
Gϕ
Z
Gϕ =
ϕ′, ϕ s → ϕ′, shot(s) = {x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
k1
, . . . , xn, . . . , xn︸ ︷︷ ︸
kn
}, ∀xi 6= q, 0 ≤ ki < ppcm(τi, di)
τi
 .
È¦ªJÌHªJ®q²>¨±­
oi
ªJ¨¾®i·¯ªRÆ0°¾­F¦¬:³C­F¦g®±½R¬¥§°
ϕ
ªA¦
xi
°¾½WC»>·F­FªJ°A²³C¦©d«0³§­F¨±­®
ki
©J³C´´¸ª·FªR¬>·F»0¨f¬HªE®w­¯®
ªA¦g®±­FªA°&¬:³C¨¾­¯®w­ªfÎ®wªJ·ÎÊb»0ª
ωi = (σ
τ )−ki(oi)
Ã

·4¥L­F°±ªJ´¸ªJ¦g®q²¨±­
ϕ′
ªJ¨¾®i¬0·¯»0¨!WC°±¥§¦0¹0ªÊb»0ª
ϕ
¬:³C»0°
D
²0ªE®
¨±­<¨w¥ÂÁJ©d«0ªªA¨¾®¥L·F­ W§¦0½AªR¥$c§ªA©
ω
ªA¦
xi
²>¥§·F³C°¾¨f®±³C»>®wªQ¨¾½AÊb»0ªJ¦0©Aª¹XÔ¥§¦g®w­¿y½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨f¹0ªQ¨±³C´´ªJ®w¨
°±½JWC»0·¯­FªA°¾¨RÊb»0­S´¸ÁJ¦0ªÇ¹0ª
ϕ
a
ϕ′
©A³C¦g®±­FªA¦g®
mi
³8©J©A»0°¾ªA¦0©JªA¨¹0ª
xi
²H³\[
mi = ki + k
′
iλidi/τi
²Î¥.cCªJ©
k′i ≥ 0
Ã
Ä¦°±ªJ®±°±³C»scCª¥§»0¨¾¨±­Î·¯ª f{¥§­®Êb»X »0¦0ªQ©J·4¥§¨¾¨±ªQ¹X ½AÊb»0­ªcL¥§·FªJ¦0©Aª¬:³C»0° ∼ ªJ¨¾®i¹0ª®d¥§­¯·F·Fª (∏xi 6=q pi) ¨±­
pi = ppcm(τi, di)/τi e
©JfÃU°¾³C¬H³§¨±­¯®±­F³C¦Lh0Ã iﬁ¬¥%WCªÙmÜ\j Z³C¦µ¥»0¦0ª
ω
¿.°¾ªA¬0°¾½A¨¾ªA¦g®d¥L®±­F³C¦¼¹0ª
ϕ
¬:³C»0°
©d«¥§Êb»0ª©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦8¿ÍÂÁA©d«0ª¹0ª©JªJ®±®±ª¸©J·4¥§¨¾¨±ª¹X ½AÊb»0­ªc§¥L·FªA¦>©Aª§Ã ­¯ªA¦ ¨ >°³§¦Ó¬:ªA»>®¶¥§¬>¬0·F­¯Ê»>ªA°Q·4¥
U°±³C¬:³C¨¾­¯®w­¯³C¦¼Ü8ÃØ× ﬁ¬¥%WCªﬁÙ 	g× a·F¥
ω
¿.°±ªJ¬0°±½J¨±ªJ¦b®w¥L®w­¯³C¦É¹X »0¦0ª©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªLÃ
®*¯°V'±.q²"!I³o
ω
tﬃ©gpRrs¢_tmﬃ§¢.´Tµ%r-ny %poY§¢ ﬃmﬃkt`tgp
ϕ
rs¢_t0mﬃ§¢.´Tµ%r-ny %poY§¢@n)lﬃmgr-ngn)tg¢kpbt £-t
Eω ¶
 %¬­§n)© 
ϕω  ϕ,
tgp!tg¢ »ﬀ %ngpoYmgr-¬ oYtgn
ϕω 7→ ϕ
½
Õ¥°¾ªA·F¥MÀ>¥L®w­¯³C¦É¹0ª·X
ω
¿y°±ªA¬>°±½A¨¾ªA¦g®d¥M®w­F³§¦¹X »0¦0ª©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦¼°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wª´¸ÁJ¦0ª¼a©AªE®±®±ª©A³§¦>ºkWC»8¿
°w¥M®w­F³§¦°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªLÃ
: °    
Ä¦¸°¾ªA¬0°¾ªA¦0¹ﬀ·YXÔÈÑÀ8ªJ´¸¬0·¯ªÜ8Ã ¬¥%W§ªÙ 	ªE®·¯ªi´¸³¹0ÁA·¯ª&¹0ª·4¥  ­ W§»0°±ªÜ8ÃÙCÙ¬¥%WCªÙ 	 	8ÃÄQ¦©A³§¦0¨±­¯¹0ÁA°¾ª
·4¥©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦
ϕ
¹0ª·F¥  ­dWC»0°±ªÜ8ÃÙ$iµ¬¥%W§ª©A­`¿.©A³§¦b®±°±ªLÃ

ªJ®¾®wª©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦ÓªA¨¾®·F¥µ©A³§¦>ºkWC»8¿
°w¥M®w­F³§¦ °±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wª¸¹0ª·4¥
q
./
¿y©A·4¥L¨±¨±ªÊb»0ª·YX ³C¦ ¥É©A³C¦0¨¾­F¹0½J°±½Jª§²´ﬀ¥L­F¨³C¦ ¥§»>°w¥§­®¬0»~f{¥L­F°±ª·Fªﬁ´ÓA´ª
°w¥L­F¨±³§¦0¦0ªA´ªA¦g®¥.cCªJ©¶»>¦0ª¥§»>®w°¾ª©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦ÎÃÕÅª¬¥§°w¥L·F·F½J·F½J¬0­F¬:ÁA¹0ª
Gϕ
cL¥§»>®*Z
Gϕ = {ϕ, ϕ11, ϕ12, ϕ21, ϕ22, ϕ32}.
­¯ªA¦P¨  0°A²(©AªJ¨
4/2 × 6/2 = 6 ©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨¸¥§¹0´ªJ®¾®wªA¦g®¸®w³C»>®±ªA¨»>¦0ªµ©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦8¿ÍÂÁA©d«>ª
¹0­Ì<½J°±ªA¦g®±ªªE®©A³C»ﬀc°¾ªA¦g®¥L­F¦0¨¾­<®w³C»8®i»0¦0ª ∼ ¿.©A·F¥§¨±¨¾ª§Ã:Ä¦¥·F¥ﬁ©A³C°¾°±ªA¨¾¬H³§¦0¹¥§¦0©Jª¶¨¾»0­dcL¥§¦g®±ª Z
ω {b4, b7} {b4, b8} {b4, b9} {b6, b7} {b6, b8} {b6, b9}
ϕω ϕ ϕ11 ϕ
2
1 ϕ
1
2 ϕ
2
2 ϕ
3
2
× %h
^8ªJ©J®±­F³C¦
 ﬀ_	ﬁ-#	yﬁ%g*/ ,gﬁ.V
ϕ
ϕ11 ϕ
1
2
ϕ21 ϕ
2
2 ϕ
2
3
ϕ31 ϕ
3
2 ϕ
3
3 ϕ
3
4
0
0
1
1
1
1
23
3
3
4
5
5
6
7
−1
−1
−1
−2
−3
−4
 	<Ü8ÃÙ$i

U ¥§°±¥§·F·¯½A·¯½A¬0­¯¬HÁJ¹0ª
Gϕ
­¯¦0©A·¯»0¨&¹¥§¦0¨
(Pq(ϕ),D) Ã

− o −
.·Î¨±ª®±°±³C»scCª§²Êb»0ªQ·¯ªA¨
ω
¿y°±ªA¬>°±½A¨¾ªA¦g®d¥M®w­F³§¦0¨&¹0ªA¨&©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦>¨ °±½J©A»0°¾°±ªA¦g®±ªA¨¦0³C»0¨wf ³C»>°±¦0­¯¨±¨±ªJ¦g®
¹0ªi´ªA­F·¯·FªJ»0°±¨Ñ°¾ªA¬0°¾½A¨¾ªA¦g®d¥§¦g®±¨ ¹0ªi·4¥Q©A·F¥§¨±¨¾ª Pq(ϕ) ²C¨±­ ³C¦8cCªJ»>®¹>½Jº¦0­¯°,·YXÔ¥§¹0¹0­®w­F³§¦ ⊕ω ¹0­¯°±ªJ©J®wªJ´¸ªJ¦g®
¨±»>°©JªA¨©A·F¥§¨±¨¾ªA¨AÃ


¯ !9
ﬀ
  ¬­§o ⊕ω £-l´z¢koYt`©gr-n Eω tﬃ©gp!tg¢ J %oqp ¬ª  ¬­§oR©grsoq¨ %¢kpbt
∀ϕ1, ϕ2 ∈ Eω, ϕ1 ⊕ω ϕ2 = ϕ˜3,
§

ϕ3 = (ω, h1 + h2) ¶ ϕ
ω
1 = (ω, h1)
tgp
ϕω2 = (ω, h2) ½
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢
× gÜ
 
	 ﬀﬁﬂﬃﬀ	 !"#$ﬁ%&ﬃ'	() *	+,-ﬁ.+0/'ﬁ2143+5

ªi°±½A¨¾»0·¯®w¥L®ªJ¨¾®(­F´´¸½J¹0­4¥M®qÃLÄ¦¦>³§®wª
g1
²C°¾ªA¨±¬<Ã
g2
²§·4¥ cL¥§·FªJ»0°Ñ¹0ª
Ψ−1ω (ϕ1)
²§°±ªA¨¾¬ÎÃg¹0ª
Ψ−1ω (ϕ2)
Ã
R·¯³C°±¨J²0³C¦¼¥LZ
g1 =
∏
xi 6=q
a
h1,i
i
ªE®
g2 =
∏
xi 6=q
a
h2,i
i .
È¦ªEÌ<ªE®q²¬:³C»0°&³CÆ8®wªA¦>­F°
ϕ1
²0³§¦¬¥L°¾®i¹0ª
(ω, k1)
¥.c§ªA©
g1 =
∏
xi 6=q
a
k1,i
i ,
ªJ®³C¦ ¥§¬0¬>·F­FÊb»0ª¶·YXÔ¥§·­W§³C°±­®w«0´ªR®w«>ªA°±´­FÊb»0ªLÃµ¥L­F¨®±³C»>®±ª©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦¢¹0ª·4¥¸©J·4¥§¨¾¨±ª Pq(ϕ1) Êb»0­
¥§¹0´ªJ®
ω
©A³C´´ª ©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦8¿yÂÁJ©d«0ª§²&©J³8¹>ª »>¦0ªÓ½J©A°¾­¯®w»>°±ª ¹0ª
g1
ÃiÈ,¦ ªJÌHªJ®A²&­F·ªOÀ>­¯¨¾®±ªÓ»0¦>ª
¨±½JÊb»0ªA¦0©Jª©J³C¦0¨¡®w­¯®±»0½AªÉ»0¦>­FÊb»0ªA´ªA¦g®¹0ª¨¾»0¬:ªA°¡¿y½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨ªJ®¹_XØ¥§¦g®±­¿.¨¾»0¬:ªA°¡¿y½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨ÇÊb»0­
¬:ªA°±´ªJ®Ë¹0ª,¬¥L¨±¨±ªJ°S¹>ª
(ω, k1)
ai©JªA·¯·FªE¿y©A­ ÃmÄ°Å·FªA¨°¾ªA·4¥M®w­F³§¦0¨Å¹0ª,¨±»0¬:ªA°¿.½JÆH³C»>·FªA´ªA¦g®±¨Ë¨¾³C¦g® Ð¾»>¨¾®wªJ´¸ªJ¦g®
·FªJ¨&°±ªJ·4¥L®±­F³C¦0¨f¹0ªQ°±½J½A©J°±­¯®±»0°±ªQ¹>ªA¨i½A·¯½A´ªA¦g®w¨ ¹>»BW§°±³C»0¬:ª G Ã ­F¦0¨¾­Í² h1 + h2 ªA¨¾®¥§»>¨±¨±­<»0¦0ª½A©J°±­¯®±»0°±ª
¹0ª
g1g2
²¹XÔ³%[·¯ªQ°±½A¨¾»0·¯®w¥L®qÃ

: °  
Õ¥  ­dWC»0°±ªÜ8ÃÙ.h¢´³C¦g®w°±ª¸·YX ªEÀ8ªA´¬0·¯ª¸¹X »0¦0ªÉ¥L¹0¹0­¯®±­F³C¦Ó¬H³§»0°·F¥·F³§­ ⊕ω ÃÑÄ¦©d«¥§¦WCªﬀ¹0ª´³8¹0ÁJ·Fª
©AªE®±®±ª f ³C­F¨JÃÈ,¦2f{¥§­¯®A²¹>ªR·4¥©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦
ϕω1
³C¦ﬀ¬HªJ»>® ¹0½J¹0»0­¯°±ªR·XÔ½J·F½J´¸ªJ¦b®f¹0ª G ¥§¨±¨¾³8©J­F½`a ϕ1 ¬¥§°
ω
⊕ω
ϕ1
ϕ2
τa = 1
τb = 2
τc = 2
3b, a
0
0
0
00
0
=
1
1
1
1
1 4
2
6
−1
−1
−1−1
 	HÜ8Ã¯Ùh

È À8ªA´¬0·FªQ¹_XÔ»0¦>ª ⊕ω ¿.¥§¹0¹0­®w­F³§¦ÎÃ
Ψ−1ω
Ã È¦ªEÌ<ªE®q²·F¥Ç©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦8¿bWC°±¥§­F¦ﬀ¹0ª
ϕω1
ªA¦¼ªA¨¡®»>¦0ª½A©A°¾­¯®±»0°±ªLÃR»>®±°±ªA´ªA¦g®¹0­®q²0¨¾­
g1 = a
−1
a a
2
b ,
¥§·¯³C°±¨
Ψω(g1) = ϕ1
Ã

³§´¸´ª·Fª`f{¥L©J®wªJ»0°i´Ç»0·®w­F¬>·F­F©A¥L®w­ªfÎ¹0»¼´³8¹0ÁJ·Fª cL¥§»8®
λ = 2
²³§¦¥¥§»>¨±¨±­zZ
id = a2aa
2
ba
2
c ,
× \¾
^8ªJ©J®±­F³C¦
 ﬀ_	ﬁ-#	yﬁ%g*/ ,gﬁ.V
©AªÊb»0­Å¦0³§»0¨¬:ªA°¾´¸ªE®i¹X ½A©A°¾­F°¾ª
g1
¨±³C»>¨·F¥¼f ³C°±´ª Z
g1 = a
1
aa
4
ba
2
c .
¤Rª´ÓA´ªQ³C¦¬:ªA»8®&®w°±³§»ﬀcCªJ°»0¦>ª½J©A°¾­¯®w»>°±ª¹0ª
g2
ÃkU ¥§°iªOÀ>ªJ´¸¬>·Fª8Z
g2 = a
4
ba
−1
c .
Ä¦µ¥¥§·¯³C°±¨»0¦0ª½A©A°¾­¯®±»0°±ªQ¹0ª
g1g2
 
g1g2 = a
1
aa
8
ba
1
c .
µ¥§­¯¨&·4¥ﬁ°±ªJ·4¥L®±­F³C¦
[Eq rb]
¦0³C»>¨¹>³C¦0¦0ª8Z
a6b = a
2
aa
2
c ,
¹X ³\[~Z
g1g2 = a
3
aa
2
ba
3
c = aaac.
Ä° ¨±­ﬁ³C¦ ¥§¦g®±­¿.½JÆH³§»0·FªÒ»>¦0ªf ³C­F¨ ·¯ª¨±³C´´¸ªE®
xa
a ¬¥§°¡®w­¯° ¹0ª
ϕ1 ⊕ω ϕ2 ³C¦³CÆ>®w­¯ªA¦g® ·4¥ ω ¿
°±ªJ¬0°±½J¨±ªJ¦b®w¥L®w­¯³C¦ ¹>ªµ©AªE®±®±ª¹0ªJ°±¦0­¯ÁA°¾ª§²(ªJ®¸»0¦0ª¼½A©A°¾­¯®±»0°±ª¼¹0ª
g1g2
Êb»0­ªA¨¡®Ð¾»>¨¾®wªJ´¸ªJ¦g®·4¥ ¹0ªJ°±¦0­¯ÁA°¾ª
Êb»0ª·YX ³C¦É¥Ç®w°±³§»ﬀcC½Jª§²'a¨±¥.cC³C­¯°
g1g2 = aaac
Ã 
È¦ f{¥§­¯®A²g³C¦¥¹0ªRÆ:³C¦0¦>ªA¨°±¥§­F¨¾³C¦0¨(¹0ªR¬:ªA¦>¨±ªA°Ê»>ª
ϕ3
²8¥§­¯¦0¨±­ ¹0½Eº¦0­FªL²bªA¨¾®¬0·F»>¨QWC°±¥§¦0¹0ªÊb»XÔ»>¦0ª
©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦É°±½J©A»0°¾°±ªA¦g®±ª2Z
>' A% I¯.¤
ﬀ
 Emﬃ§¢.´Tµ%r-ny %poY§¢
ϕ3
£%rklﬃ§n  t
½	
»ﬀ $µ-t


2tﬃ©gp'»'¬ r,©wµ%n& %¢'£-tz»k§r-n 
¸rV¹ rs¢_t mﬃ§¢.´Tµ%r-ny %poY§¢ n)lﬃmgr-nnﬃtg¢kpbt
¶
tgpw %oq¢ﬀ©go
ϕ3 7→ ϕ1 ⊕ω ϕ2.
× gÛ
× 
Chapitre 6
 
 Ç ﬂ	bi¶¸    R  Q	   !#"
$&%(')'ﬃ*,+.-0/
U243 ¶IL<=HKZBEDF687 @b=	¼6
FNGEDÉFN
λ = 1
2Q222Q22R22Q222Q22R2Q2203
pCWYXZWYX hﬀl§egw}`a
λ
x _blqj.~]A}Y`czW&WiW&WiW&WiWiW&WW&WiW&WiWiW&WiW&WW&WiWiW&WiW&WrCXO
pCWYXZWsr [ lqj.jadcv>lq_beb]A_bdaegadc,dlq_bZugj¡]A.`lq_bc)W&WiW&WiWiW&WW&WiW&WiWiW&WiW&WrCXZX
pCWYXZWsŁ :j¡]A_bcylqj.~]A.`lq_¸eCuZjlqugv0a W&WiWW&WiW&WiW&WiWiW&WW&WiW&WiWiW&WiW&WrCXw
U2 QDdNMKZBEDF6>7:GQNMBH@g?AKm6>=:?AGQHN;?A@gHN 22Q2R22Q2222Q2R22Q222Q22Å3C1
pCWsrCWYX hﬀl§egw}`a&eCu~]Aj\bawugjawug}`zwj.`aw_ WW&WiW&WiW&WiWiW&WW&WiW&WiWiW&WiW&WrCXOV
pCWsrCWsr   .adw.`lq_dlq~Q~ug_baR]Au¡]qc,ega&c¡]A|g}`aaw(]Au~]Aj\bawugjawug}`zwj.`aw_ W&WrCXOp
pCWsrCWsŁ ﬀjlﬁyadw.`lq_ﬀc.ugj}`a ~lLegw}`aeCu~]Aj\bawugjawug}`zwj.`aw_WW&WiW&WiWiW&WiW&WrCXO
U2ﬃﬂ i?A6! "
ÉNLGQ<D"#8NL?JGﬀ22Q222R2Q222Q222Q2R22Q2222Q2R22Q222Q22Å803
pCWsŁCWYX $fv0zwj¡]Aawugjc,.j¡]A_bcnmawjc¡]Au%WiW&WiWW&WiW&WiW&WiWiW&WW&WiW&WiWiW&WiW&WrZrCX
− o −
¤¥§¦0¨&©Jª¹0ªJ°±¦0­¯ªA° ©d«¥L¬0­¯®±°±ª§²8³C¦É¥§Æ:³C°±¹>ªR¨±»>©A©A­¯¦0©J®±ªA´ªA¦g®i¹0­ªcCªA°¾¨&¬0°±³§Æ0·FÁJ´¸ªJ¨Êb»X ­F·<¬0¥§°w¥ﬂŁ¯®­¯¦g®w½E¿
°±ªJ¨±¨±¥§¦g®¹XÔ¥§¦¥§·ª8¨¾ªA°Ñ¬>·F»0¨Ë·F³C¦ﬀWC»0ªA´ªA¦g®AÃ§¤¥L¦0¨Ñ»0¦Ç¬>°±ªA´­FªJ°A²Z®wªJ´¸¬>¨A²M³C¦Ç´³C¦g®w°±ªf¹0ªÊb»0ªJ·F·¯ª´¸¥§¦0­FÁJ°±ª
­F·ÅªJ¨¾® f{¥§©A­¯·Fª¹0ª¨¾ª°±¥§´¸ªJ¦0ªA°¥§»µ©q¥§¨³\[µ·¯ª*f{¥L©J®wªJ»0°R´»0·¯®±­F¬0·¯­F©q¥M®w­dfÎ¹0ª·F¥©A¥§°¾®±ª*cL¥§»>®
1
Ã'US¥§°R©JªJ®±®±ª
®w°±¥§¦0¨{f ³C°±´¸¥L®w­¯³C¦Î²·4¥Ç¹ﬀ¦¥L´¸­¯Ê»>ªQ¹0»É´¸³¹0ÁA·¯ªªA¨¡®¬0°±½J¨±ªA°{cC½Jª§²:´ﬀ¥§­¯¨ ·4¥Ç¨¡®w°¾»0©J®±»0°±ª¹0»LWC°¾³C»0¬:ªQ½JcC³M¿
·F»>ª§²>ªE®&»0¦0ªQ¬>­F¨¾®±ª¹0ª°¾ªA©d«0ªJ°±©d«0ª©A³§¦0¨±­¯¨¾®wª`aÇ½J®w»>¹0­FªJ° ¹0ªQ´¸¥§¦0­FÁJ°±ª¬0·F»>¨ ¬0°±½J©A­¯¨±ªQ©A³§´¸´ªA¦g® ©JªA·¯·FªE¿y©A­
ªA¨¡®i®w°w¥L¦0¨yf ³C°¾´¸½Jª§Ã
È¦0¨±»0­®wªL²Ñ³C¦ÏªEÀ8«0­¯ÆHª»>¦¥L·­WC³C°¾­¯®±«0´¸ªÊb»0­ ¬:ªA°¾´¸ªE®ﬁ¹0ª°±ªE®w°¾³C»ﬀcCªJ° f{¥§©A­¯·FªJ´¸ªJ¦b®·FªJ¨ÇÆ0­sÐ¾ªJ©J®±­F³C¦0¨
©A·F¥§¨±¨¾­FÊb»0ªJ¨©J³C¦0¦b»0ªJ¨¨¾»0°·FªÇ´³¹0ÁA·¯ªÇ¹0» ´ﬀ¥L°±©d«0ªJ»0°QªA»0·¯½A°¾­FªA¦ ªE®¨±»0°©AªJ·F»0­ ¹0» ®d¥§¨Q¹0ªﬁ¨±¥§Æ0·¯ª§Ã

ªO¿
¬:ªA¦0¹¥L¦b®A²0©AªE®±®±ªÆ>­sÐ¾ªA©E®w­¯³C¦¦0ª`f ³C¦>©J®w­¯³C¦0¦0ª¬¥§¨&ªJ¦É®w¥§¦g®iÊb»0ª®wªJ·F·Fª¨±»0°&·¯ªA¨ ´³¹0ÁA·¯ªA¨ «,Æ0°±­¯¹0ªA¨JÃ:Ä¦
½Jc§³8Êb»0ªf¥§¬0°¾ÁA¨Ë·4¥ ®w°±¥§¦0¨{f ³C°±´¸¥L®w­¯³C¦R®±°±ÁA¨Ë¦¥L®±»0°±ªJ·F·¯ªÑÊb»0­b©A³C¦0¨¾­F¨¡®wªa¬>°±³MÐ¾ªE®wªA°Ë»0¦´¸³¹0ÁJ·FªÑÊb»0ªJ·F©A³§¦0Êb»0ª
¨±»>°·¯ª´³¹0ÁA·¯ªQ¹0»µ´¸¥§°±©d«>ªA»0°ªA»0·¯½A°¾­FªA¦¥§¨¾¨±³©A­F½LÃ:ÕRa¥§»0¨¾¨±­ ²:·¯ªA¨&®w°±¥§¦0¨{f ³C°±´¸¥L®w­¯³C¦0¨&­¯´¸¬0·¯­FÊb»0½JªA¨&¨±»>°
·Fª0W§°±³C»0¬:ªQ¨±³§¦b®ªJ¦0©A³C°¾ª¶´¸¥§·Î©J³C¦0¦b»0ªJ¨AÃ
È¦>º¦Î²b³C¦¬0°¾³C¬H³§¨±ªi¹0ªi°±ªJWg¥§°±¹>ªA°,»0¦¦0³C»ﬀc§ªA· ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fªi¹X ³C¬H½J°w¥L®±ªA»0°¾¨(¥%WC­F¨¾¨w¥§¦g®±¨(¨¾»0°,·FªJ¨(©J³C¦>º>¿
WC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªJ¨AÃSÄ¦ ¬HªJ»>®Q´³C¦g®w°¾ªA°Êb»X ­F·Rf ³C°±´ªÇ¥§»>¨±¨±­ »0¦]WC°±³C»>¬Hªﬁ¥LÆH½J·F­FªJ¦µº¦0­SªJ®Êb»X ­F·
¥»0¦©JªA°¡®d¥§­¯¦¦0³C´ÇÆ>°±ªR¹>ª·F­¯ªA¦0¨¥$c§ªA©Q·XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fª¹0ªA¨&³§¬H½J°w¥L®±ªA»0°¾¨
ai
­F¦g®±°±³¹0»0­¯®±¨¬0°¾½A©J½A¹0ªJ´¸´ªA¦g®qÃ
.·Å©A³§¦c­¯ªA¦g®¥§·F³C°¾¨&¹X ªA¦¼½J®w»>¹0­FªJ°¬>·F»0¨&¬0°¾½A©J­F¨±½J´¸ªJ¦g®·F¥ﬁ¨¾®w°¾»0©J®±»0°±ªLÃ
− o −
×  	
 
	 ,_	bﬃ y 0	I_d .	bﬃ `/ gJ#{ﬃ#{0 ﬁ% 143+5
279 	 N LCLO GIHg;¼= F>C 
 ; gS KH
 JS
λ = 1

ªJ®¾®wªµ¨¾ªA©E®w­F³§¦ ªA¨¡®ﬀ©J³C¦0¨±¥§©A°¾½Aª¢¥L» ©q¥L¨¸¬¥L°¾®w­¯©A»0·¯­FªJ°
λ = 1
Ã,ÕÅªA¨ﬀ´³¹0ÁA·¯ªA¨¹0»®w¥§¨¹0ª¨±¥§Æ0·¯ª
¥§Æ:½A·¯­FªA¦ÓªJ®ﬁ¹>»Ò´ﬀ¥L°±©d«0ªJ»0°ÇªA»>·F½A°¾­FªJ¦Ò¨±³C¦g®ﬁªJ»8Àb¿.´ÓA´ªA¨¶¹0ªA¨ﬁ©A¥§¨Ç¬¥§°¡®w­¯©A»0·¯­FªA°¾¨¹0ª©Aªﬀ¹0ªA°¾¦0­FªJ°AÃÑ¤ª
´¸¥§¦0­FÁJ°±ª8WC½J¦0½A°±¥§·Fª
λ
cL¥§»>®
1
¨¾­fªE®¨¾ªA»0·¯ªA´ªA¦g®¨¾­
τi
¹>­dc­F¨¾ª
di
¬H³C»>°®±³C»>®¨±³C´´ªJ®°±½JWC»0·F­¯ªA°
xi
Ã
¤¥§¦>¨©JªJ®¾®wª¨±ªA©E®w­¯³C¦Î²Å³C¦ ´³C¦g®w°±ªﬁ¹>ªÊb»0ªJ·F·¯ªﬁ´ﬀ¥§¦>­FÁA°¾ªﬁ³C¦ ¬HªJ»>®®w³C»mÐ¾³C»0°±¨¨¾ª°±¥§´ªA¦0ªJ°aÉ·XÔ½E®w»0¹>ª
¹0ª©Aª©A¥§¨&®w°±ÁJ¨¨¾­F´¬0·FªLÃ
Pvyxzv{x
 %! :1/
λ
,R%-0'ﬃ* 1+(-
Ñ®d¥§¦g®¹0³C¦0¦>½¼»>¦ ´³¹0ÁA·¯ªﬀÂÁA©d«>ªE¿.«0¥§»>®wªJ»0°­F¦0­®w­4¥L·Í²·YX ­F¹0½Jª¬0°¾­F¦0©J­F¬¥§·¯ªﬀªJ¨¾®¹0ªÉ¹0»0¬0·¯­FÊb»0ªJ°ﬁ·FªA¨
Æ0°¾­F¦0¨¹0ª·F¥©A¥§°¾®±ª¶¹>ª´¸¥§¦0­FÁJ°±ª*a¸³§Æ>®wªJ¦0­F°»0¦µ´³¹0ÁA·¯ª¹>³C¦g®·Fª0f{¥§©E®wªJ»0°R´Ç»>·¯®w­¯¬0·F­¯©q¥L®±­dfcL¥§»8®
1
²:ªE®
¹0³C¦g®f·FªJ¨f©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨,¨¾³C­FªJ¦b®fªA¦ﬀ©A³C°¾°±ªA¨¾¬H³§¦0¹¥§¦0©Jª®±°±ÁA¨(¨±­¯´¸¬>·Fª¥.cCªA©©AªJ·F·FªJ¨f¹>»ﬀ´³8¹0ÁJ·Fª&­¯¦0­¯®±­4¥§· Ã
^8³C­® Mτq = (M, q, τ)
»0¦´³¹0ÁA·¯ªÂ0ÁA©d«0ªO¿.«¥§»8®wªA»>°AÃÕ¥©A¥§°¾®±ª M = (σ, α) ªA¨¡®Ç»0¦>ªﬀ©q¥L°¾®wª
©A³§´ÇÆ0­F¦0¥L®w³C­¯°±ª¹0½Jº¦>­Fª ¨±»0°É»0¦ ªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fª º¦>­Q¹0ª Æ0°±­¯¦0¨
B
ÃiÕÅª c§ªA©J®±ªA»0°
τ
­F¦0¹>»0­¯®·¯ª cCªJ©J®wªJ»0°
λ = (λ1, . . . , λn)
¹0ªJ¨Vf{¥§©J®±ªA»0°¾¨´Ç»0·¯®±­F¬0·¯­F©A¥L®w­ªf ¨Å¹0ªA¨,¨±³§´¸´ªJ®±¨Ñ°±½JWC»0·F­¯ªA°¾¨AÃCÕÅªwf{¥§©E®wªJ»0°Ñ´Ç»0·®w­¯¬0·F­¯©q¥L®±­df
λ
¹0ª·F¥©A¥§°¾®±ª M ªJ¨¾®¹0½Jº0¦0­¬¥§°0Z
λ = ppcm(λ1, . . . , λn).
Ä¦¦>³§®wª¥§·¯³C°±¨ Mλ = (σλ, αλ) ·F¥ﬁ©q¥§°¡®wª¹0½Jº0¦0­FªQ¨¾»0° B × [1, λ] ®wªJ·F·¯ªQÊ»>ª Z

¨¾­
(b1, . . . , bd)
ªJ¨¾®¶»0¦©g8©J·Fª¹0ª
σ
²Ë¥§·F³C°¾¨
(b11, . . . , b
1
d, b
2
1, . . . , b
2
d, b
3
1, . . . , b
λ
d)
ªA¨¾®¶»0¦Ó©J©A·¯ª
¹0ª
σλ
²

ªE®¨¾­
(bi, bj)
ªJ¨¾®¶»0¦©g8©J·Fª¹0ª
α
²¥§·F³§°±¨
(b1i , b
1
j), (b
2
i , b
2
j), . . . , (b
λ
i , b
λ
j )
¨±³C¦g®Ç¹>ªA¨©J©A·¯ªA¨¹>ª
αλ
Ã
R»8®w°±ªJ´¸ªJ¦g®¹0­®q²Î³§¦Ò¥É¹0»0¬0·¯­FÊb»0½
λ
f ³C­F¨Q·¯ªA¨Æ0°¾­F¦0¨¹0ª M ÃÈ¦¬¥§°¡®w­¯©A»0·¯­FªA°J² Mλ ¥L¹0´¸ªE®¶¥§»>®d¥L¦b®
¹0ª¨¾³C´´¸ªE®w¨(Ê»>ª M ²8©A¥§° σλ ¥L¹0´¸ªE®&¥§»8®d¥§¦g® ¹>ª©J©A·¯ªA¨ Êb»0ª σ Ã0Ä¦EWg¥L°±¹0ª·¯ªA¨f´MÓJ´¸ªJ¨¦0³§®w¥L®w­¯³C¦0¨
¬:³C»0°&·FªJ¨i¨±³C´´¸ªE®w¨&¹0ª M ªJ®¹0ª Mλ Ã
@,+R$'  ^8³C­® Mτq = (M, q, τ)
»0¦´³¹0ÁA·¯ªÂÁJ©d«0ªE¿y«¥§»>®±ªA»0°JÃ,Ä¦¥§¬0¬:ªA·¯·Fª# §£g¬­t
λ

¢_§n   %¬ o­©$l¹0ª Mτq
²·FªQ´³8¹0ÁJ·Fª Mλ,τq = (Mλ, q, τ)
Ã
.·ËªA¨¾®­F´´¸½J¹0­4¥L®i¹>ª©A³§¦0¨¾®w¥L®wªJ°Êb»0ªÇ·Fªf{¥§©E®wªA»>°R´Ç»0·®w­¯¬0·F­¯©q¥L®±­df¹0ª Mλ,τq
cL¥§»>®
1
ÃÎÄ¦¢·XØ¥ªA¦¢ªEÌ<ªE®
©A³§¦0¨¾®±°±»0­®R¹0ª´¸¥§¦0­FÁJ°±ª*aﬀ¥.c§³C­F°i©AªE®±®±ª¬0°¾³C¬0°±­¯½J®±½§Ã:È¦µ³C»>®±°±ªL²:³§¦µ¬:ªA»>®´¸³§¦b®±°±ªJ°Êb»0ª¶·FªA¨©A³§¦>ºkWC»8¿
°w¥M®w­F³§¦0¨&¹X »0¦´³¹0ÁA·¯ªªJ®¹0ª·YXÔ¥§»>®±°±ªQ¨¾³C¦g®ªJ¦©J³C°±°¾ªA¨¾¬H³C¦>¹¥§¦0©Jª®±°±ÁA¨i¨¾­F´¬0·FªLÃ
: °  
Ä¦É°±ªA¬>°±ªA¦>¹·XØÈ À8ªA´¬0·FªÜÃ ﬁ¬¥%W§ªﬁÙ 	ÇªJ®·¯ª´¸³¹0ÁJ·Fª¹0ª·F¥  ­ WC»>°±ªÜ8ÃÙCÙQ¬¥ﬂWCªﬁÙ 	 	>Ã0ÕË¥ﬁ©A¥§°¾®±ªQ¹0»
´³8¹0ÁJ·FªªJ¨¾®¹0½Eº¦0­Fª¨¾»0°
[b0, b9]
¬¥§°Z
α : (b0, b7)(b1, b4)(b2, b3)(b5, b9)(b6, b8),
σ : (b0, b1, b2)︸ ︷︷ ︸
q
(b3, b4, b5, b6)︸ ︷︷ ︸
xa
(b7, b8, b9)︸ ︷︷ ︸
xb
.

³C´´¸ª
τa = τb = 2
¬H³§»0°©JªÇ´³8¹0ÁJ·FªL²³C¦ ¥
λa = 1
ªE®
λb = 2
² ©%X ªA¨¡®¾¿(am¿.¹0­¯°±ª
λ = 2
Ã<Õ¥©q¥§°¡®wª
¹0»¼´¸³¹0ÁJ·Fª
λ
¿.¦0³§°±´¸¥§·F­¯¨±½RªJ¨¾®¹0³C¦>©¹>½Jº¦0­¯ª¬¥§°0Z
αλ : (b10, b
1
7)(b
2
0, b
2
7)(b
1
1, b
1
4)(b
2
1, b
2
4)(b
1
2, b
1
3)(b
2
2, b
2
3)(b
1
5, b
1
9)(b
2
5, b
2
9)(b
1
6, b
1
8)(b
2
6, b
2
8),
σλ : (b10, b
1
1, b
1
2, b
2
0, b
2
1, b
2
2)︸ ︷︷ ︸
q
(b13, b
1
4, b
1
5, b
1
6, b
2
3, b
2
4, b
2
5, b
2
6)︸ ︷︷ ︸
xa
(b17, b
1
8, b
1
9, b
2
7, b
2
8, b
2
9)︸ ︷︷ ︸
xb
.
×8Ù 
^8ªA©E®w­¯³C¦
 ," % `"/'ﬁ#	 ﬀﬁL-/ P &¼ 
λ = 1
ÕÅª f{¥§©J®±ªA»0°Q´Ç»>·¯®w­¯¬0·F­¯©q¥L®±­df ¹0ªﬁ©d«¥§©J»0¦¹0ªJ¨¨±³C´´¸ªE®w¨Q°¾½WC»0·¯­FªJ°±¨¹0ª©Jª¦>³C»ﬀcCªA¥§»´³¹0ÁA·¯ª¼cL¥§»>®
1
²
©q¥L°
τi
¹>­dc­F¨¾ª
di
Êb»0ªA·Êb»0ª&¨¾³C­¯®·¯ª¨¾³C´¸´ªJ®Ñ°±½W§»0·F­¯ªA°
xi
ÃR·¯³C°±¨SÊb»0ªi·Fª ´³8¹>ÁA·Fªf­F¦0­®w­F¥§·gªA¨¡®,¬0·4¥§¦0¥§­F°¾ª§²
¨±³§¦
λ
¿.¦0³§°±´¸¥§·F­¯¨±½¦0ª·YX ªA¨¾®i¬0¥§¨AÃ

³C´´ª·FªQ´³C¦g®w°¾ªQ·4¥  ­dWC»0°±ª¾8Ã¯ÙC²>­F·<¬:ªA»8®åÓE®w°¾ªQ¬0·F³C¦ﬀWC½Q¨±»0°i»0¦>ª
τa = 2
τb = 2
b12
b11
b10
b13
b14
b15
b16
b17
b18
b19
b22
b21
b20
b23
b24
b25
b26
b27
b28
b29
 	'¾>Ã¯Ù
 λ
¿.¦0³C°¾´ﬀ¥L·F­F¨¾½R¹0»¼´³8¹0ÁJ·Fª¹>ª·F¥  ­ W§»0°±ªÜ8ÃÙCÙ¬¥%W§ªﬁÙ 	 	>Ã
¨±»>°yf{¥§©Jª¹>ª*W§ªA¦0°¾ª
2
Ã

− o −
Pvyxzv)( |
%,-8-0/

%z R*z28H/R/78H% *->*>3>+%z 
^8­ Mτq
ªA¨¡®»0¦8 	 a
n
¨±³C´´ªJ®w¨Ë°±½JWC»0·¯­FªA°¾¨A²mªJ® ¨±­ Mλ,τq
ªA¨¡®¨±³§¦Ç´¸³¹0ÁJ·Fª
λ
¿y¦0³C°¾´ﬀ¥§·¯­F¨¾½§²m¥§·¯³C°±¨
³C¦¬:ªA»>®,¦¥M®w»0°¾ªA·F·¯ªA´ªA¦g®,¥§¨¾¨±³©A­¯ªA°
λn
©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨Ñ¹0­¯¨¾®±­F¦0©E®wªA¨¹>ª Mλ,τq
aR®±³C»>®±ª©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦
¹0ª Mτq
Ãﬀ^8³C­®
ϕ = (ω, h)
»0¦0ª©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦¸¹>ª Mτq
²¥§·¯³C°±¨
ϕλ = (ωλ, hλ)
ªA¨¡®&¥§¨¾¨±³©A­F½Jª a
ϕ
¨¾­TZ
 hλ = h
²

ªE® ¬:³C»0°f®±³C»>®f¨±³C´´ªJ®f°±½W§»0·F­¯ªA°
xi
²¨±­
ωi = bj
²>¥L·F³C°¾¨
ωλi = b
k
j
¬:³C»0°f»0¦©JªA°¾®w¥§­F¦
k ∈ [1, λ] Ã
È¦Ó¨¾³C´´¸ªﬁ·XÔ³C¬:½A°±¥L®w­¯³C¦ ­F¦,c§ªA°±¨¾ª¸ªJ¨¾®®w°¾ÁA¨¨±­¯´¸¬0·¯ª@ZÎ­F· ¨±»®¶¹XÔªEÌÎ¥L©AªA°·FªJ¨ªEÀ8¬H³§¨w¥§¦g®w¨¹0ªJ¨¶Æ0°¾­F¦0¨
¬:³C»0°i¥.cC³C­¯°&·4¥ﬁ©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦©A³§°±°±ªJ¨±¬:³C¦0¹¥L¦b®±ª¶¨¾»0° Mτq
Ã
: °  "
^8³C­®
ϕ = (ω, h)
»0¦0ª©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦É¹0»4 	 ¹0ª·4¥  ­dWC»0°¾ªÜ8ÃÙCÙ¬¥%WCªﬁÙ 	
	¹>½Jº¦0­¯ª¬¥§°Z
h = (1, 3)
ªJ®
ω = (b4, b8).
Ä¦ ¥§¨±¨¾³8©J­Fª¤a
ϕ
·FªA¨
4
©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨
ϕ1, ϕ2, ϕ3
ªE®
ϕ4
¹0» ´³¹0ÁA·¯ª
λ
¿.¦0³C°¾´ﬀ¥L·F­F¨¾½É¹0ª ·4¥  ­¿
×8ÙCÙ
 
	 ,_	bﬃ y 0	I_d .	bﬃ `/ gJ#{ﬃ#{0 ﬁ% 143+5
WC»0°¾ª*¾>Ã¯Ù¬¥ﬂWCªQ¬0°±½J©A½J¹0ªA¦g®wª2Z
h1 = (1, 3)
ªJ®
ω1 = (b
1
4, b
1
8),
h2 = (1, 3)
ªJ®
ω2 = (b
1
4, b
2
8),
h3 = (1, 3)
ªJ®
ω3 = (b
2
4, b
1
8),
h4 = (1, 3)
ªJ®
ω4 = (b
2
4, b
2
8).
È¦¬¥L°¾®w­¯©A»0·¯­FªJ°A²<½E®d¥§¦g®¶¹0³C¦0¦>½Aªﬀ»>¦0ª¸¹>ªA¨©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦>¨
ϕi
²Å­F·ªJ¨¾®®w°¾ÁA¨f{¥§©A­¯·Fªﬁ¹0ª°±ªE®w°±³§»ﬀcCªJ°·4¥
©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦
ϕ
¹0»´³¹0ÁA·¯ª­F¦0­®w­F¥§·ÍÃ 

ªJ®¾®wª©A³C°¾°±ªJ¨±¬:³C¦0¹¥§¦>©Aª§²¹>­¯®wª¼XÔ³C¦>ª®w³ﬁ´¸¥§¦,X>ªA¦¼¥§¦WC·F¥§­F¨J²8­¯¦0¹0»0­® ¹0³§¦0©Q»0¦0ªQ°¾ªA·4¥M®w­F³§¦¹X ½AÊb»0­¿
cL¥§·FªJ¦0©Aª¨¾»0°¶·XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ªﬁ¹0ªA¨©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨¹0» ´¸³¹0ÁA·¯ª
λ
¿y¦0³C°¾´ﬀ¥§·¯­F¨¾½§Ã

«¥§Êb»0ªﬀ©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦
¹0»É´³8¹0ÁJ·Fª­¯¦0­¯®±­4¥§· ¹0½Eº¦0­®i»0¦0ª©A·F¥§¨±¨¾ª¬:³C»0°&©JªJ®¾®wª°±ªJ·4¥L®±­F³C¦¹0¥§¦0¨&·FªQ´³¹0ÁA·¯ª
λ
¿y¦0³C°¾´ﬀ¥§·¯­F¨¾½§Ã-US³C»>°
»0¦0ªﬁ©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦
ϕ
¹0» ´³8¹>ÁA·Fª¶­F¦0­®w­F¥§·Í²³C¦ ¦0³L®wª
Nϕ
·4¥©J·4¥§¨¾¨±ªﬁ¹X ½AÊb»0­ªcL¥§·FªJ¦0©Aª¥§¨¾¨±³©A­¯½Aªﬁ¹¥§¦>¨
·Fª´¸³¹0ÁA·¯ª
λ
¿.¦0³§°±´¸¥§·F­¯¨±½§²©ﬂXÔªJ¨¾®¡¿(aM¿y¹0­F°¾ªÇ·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·FªÇ¹0ªJ¨
λn
©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨Q¥§¨¾¨±³©A­¯½AªA¨a
ϕ
ÃÄ¦ ¥
¥§·¯³C°±¨0Z
®*¯°V'±.q ³§oqp
ϕ
r-¢_t>mﬃ§¢.´Tµ%r-ny %poY§¢4£R¹ r-¢B¥   Mτq ½5ﬀ
¹  g»,»'¬ oYm& %poY§¢4¸rso+ ©ﬃ©$§$mgoYt
Nϕ
	
ϕ
tﬃ©gpmﬃ§ »ﬀ %po«¬­tP %¨%tﬃm!¬­tﬃ©`§ﬃ»klgny %poY§¢ﬀ© £R¹ºl«g§r-¬­t tg¢kp© 
¨ %¬ o£-tﬃ© §r8¢_§¢¼tgpT£R¹   .§r-pT£-t µ%ny %oq¢ﬀ©
½
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢ ³C¦g®w°¾³C¦0¨Êb»0ª·YXÔ¥mÐ¾³C»>®R¹0ª8WC°w¥L­F¦0¨ªA¨¾®©J³C´¸¬0¥L®w­¯Æ0·Fª¶¥.cCªA©©AªE®±®±ª¥§¬0¬0·¯­F©q¥M®w­F³§¦ÎÃ
Ä¦¸¦>³§®wª
ϕ′
·F¥©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦³§Æ>®wªJ¦»>ªR¥§¬>°±ÁA¨,·XØ¥mÐ¾³§»>®,¹X »0¦2W§°w¥§­¯¦ﬁ¨±»0°,»0¦¨±³C´´ªJ®,°±½JWC»0·¯­FªA°
xi
¹>ª
ϕ
Ã:ÕÅªA¨©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦0¨ªJ¦¢©A³§°±°±ªJ¨±¬:³C¦0¹¥L¦0©Aªﬁ¥.c§ªA©
ϕ′
³C¦g®·F¥´ÓA´ª©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦8¿.«0¥§»>®wªJ»0°Ê»>ª
ϕ′
²M©ﬂXÔªJ¨¾®¡¿(aM¿y¹0­F°¾ªf·F¥´ÓA´ª,Ê»>ª
ϕ
ªOÀ8©AªA¬8®w½ ªJ¦
xi
³%[ªA·¯·FªJ¨Ë³§¦b®S»0¦ W§°w¥§­¯¦¹>ª¬0·¯»0¨AÃMÈ¦³C»8®w°±ªL²L©J³C´´¸ª
·FªJ¨R©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨¿yÂÁJ©d«0ªA¨R¹0ª
ϕ
ªE®
ϕ′
¨±³C¦g®R·FªA¨´MÓJ´¸ªJ¨A²:©%X ªA¨¡®¥§»0¨¾¨±­ ·¯ª¶©A¥§¨R¹>ªA¨©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨
Êb»0­Ë·FªA»>°¨¾³C¦g®Q¥§¨¾¨±³©A­¯½AªA¨JÃ »>®w°¾ªA´ªA¦g®¹>­¯®q²·¯ªA¨©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨¥§¨±¨¾³8©J­F½AªJ¨`a
ϕ′
¨¾³C¦g®RªOÀ>¥§©J®±ªA´ªA¦g®
·FªJ¨f´ÓA´ªA¨fÊb»0ªR©JªA·F·¯ªA¨f¥§¨±¨¾³8©J­F½JªA¨!a
ϕ
ªEÀ8©JªA¬>®±½Q·FªPf{¥§­¯®(Êb»X ªA·F·¯ªA¨(³C¦g® »0¦ WC°w¥§­¯¦¸¹>ªR¬0·¯»0¨ªJ¦
xi
Ã

ªA·F¥
°±ªgc­FªA¦g®¬0°±½J©A­¯¨±½A´ªA¦g® a¹0­F°¾ªÊb»0ª
Nϕ′
ªJ¨¾®³CÆ>®±ªA¦b» aﬁ¬¥§°¡®w­¯°&¹0ª
Nϕ
ªJ¦µ¥mÐ¾³§»>®d¥§¦g®»0¦ WC°w¥§­¯¦ÉªA¦
xi
aﬁ©d«¥§©J»0¦0ª¹0ª¨±ªA¨©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨JÃ
³C¦g®w°¾³C¦0¨¶´ﬀ¥§­¯¦g®wªA¦0¥§¦g®Ê»>ªﬀ·FªJ¨½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®w¨¨±³C¦g®¥§»0¨±¨¾­,©A³C´¬¥L®±­FÆ0·¯ªA¨¥.cCªJ©ﬀ·YXÔ¥§¬0¬>·F­F©A¥L®w­¯³C¦
Êb»0­a
ϕ
¥§¨±¨¾³8©J­Fª
Nϕ
ÃU ¥L°©J³C¦0¨¡®w°±»>©J®w­¯³C¦´ÓA´ª¹0»¼´¸³¹0ÁA·¯ª
λ
¿.¦0³§°±´¸¥§·F­¯¨±½§²b·¯ªA¨&©J©J·FªA¨i¹0ª
σλ
¨¾³C¦g®
©A³§´¸¬¥M®w­FÆ>·FªA¨¶¥.cCªJ©¼©JªA»8ÀÒ¹0ª
σ
¬¥L°Ç·4¥µ©J³C°±°¾ªA¨¾¬H³C¦>¹¥§¦0©Jª´¸ªJ¦b®±­F³C¦>¦0½Aª¬>·F»0¨Ç«0¥§»>®qÃ ¤Rª´ÓA´ªﬀ·4¥
©A³§¦0¨¾®±°±»0©E®w­F³§¦¢¹0ª
αλ
¥§¨±¨¾»0°±ªÇÊb»0ª·FªA¨ WC°w¥L­F¦0¨Êb»0­S¬0¥§°¾®±ªA¦g®Q¹X »0¦ ¨±³§´¸´ªJ® cCªJ°±¨»0¦¢¥§»>®w°¾ªÇ¹¥§¦>¨R·Fª
´³8¹0ÁJ·Fª ­¯¦0­¯®±­4¥§· ²m¬¥§°¾®±ªA¦g®(Æ0­FªJ¦¹0»¸¬>°±ªA´­FªJ°Ñ¨±³§´¸´ªJ®,ªE®(¥§°±°¾­dcCªJ¦g®fÆ>­FªA¦¥§»¨¾ªA©A³§¦0¹ﬀ¹¥L¦0¨,·Fª&´³8¹0ÁJ·Fª
λ
¿.¦0³C°¾´ﬀ¥L·F­F¨¾½§Ã .·¥¸¹>³C¦0©©J³C´¬¥L®w­¯Æ0­F·¯­¯®±½¥.cCªJ©Ç·FªJ¨°¾ªA·4¥M®w­F³§¦0¨i¹XÔ½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨AÃ:¤Rª¶¬0·F»0¨J²H©J³C´´¸ª
·FªJ¨i©A³C¦0¹>­¯®w­¯³C¦0¨&¹0ª¨¾®w¥§Æ0­¯·F­¯®±½¨±³§¦b®·¯ªA¨i´MÓJ´¸ªJ¨i¬H³C»>°
ϕ
ªJ®¬:³C»0°i»0¦0ª©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦É¹0ª
Nϕ
²©AªE®±®±ª
©A³§´¸¬¥M®w­FÆ>­F·F­®w½ªA¨¡®R¥L»0¨±¨¾­c§¥L·4¥§Æ0·¯ª¹0»¼¬H³§­F¦g®i¹0ª0c»0ª¬0·F»0¨&º¦É¹0ªJ¨½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨i·F½WC¥§»8ÀHÃ

¤Rª©AªE®±®wª¬0°¾³C¬:³C¨±­®w­F³§¦Î²b­F·<¹>½A©A³§»0·FªQÊb»X »0¦0ª©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦
ϕ
¥Ç»0¦¼©A³C´¬H³§°¾®wªJ´¸ªJ¦g®&¹¥§¦0¨ Mτq
Êb»0­0ªJ¨¾®,¨±­¯´¸­¯·4¥§­¯°±ªza©JªA·F»>­>¹0ªJ¨©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦0¨ ¹0ª
Nϕ
¹¥§¦0¨ Mλ,τq
Ã^8­>·XØ¥ZÐ¾³C»>®Ñ¹_XÔ»0¦8WC°±¥§­F¦¨±»0°
ϕ
ªJ¦
xi
¬>°±³$cC³Êb»0ªR»0¦>ª¥.cL¥§·4¥§¦>©d«0ª¹>ª®d¥L­F·F·¯ª
p
²¥§·¯³C°±¨,·XØ¥mÐ¾³§»>®(¹XÔ»>¦EWC°w¥L­F¦ªA¦
xi
¨±»0°f»0¦0ªR©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦
Êb»0ªA·¯©A³C¦>Ê»>ª¹0ª
Nϕ
¬0°¾³c§³8Êb»0ª¸»0¦0ªﬀ¥$cL¥§·F¥§¦0©d«0ª¹0ª®d¥§­¯·F·Fª­F¹0ªJ¦b®±­FÊb»0ª¸ªJ®¶¹0ªﬀ´ÓA´ª¨±«0³§®¡¿.¨¾ªJ®qÃSÈ¦
¬¥§°¡®w­¯©A»0·¯­FªA°J²8³§¦¬:ªA»>®½J¦0³C¦0©JªA°i·FªQ©J³C°±³C·¯·4¥§­¯°±ª¨±»0­ªc§¥L¦b®Z
>¯  ¯. 
ﬀ
 2£%o­©gpno«r-poY§¢ £-tﬃ©* %¨ %¬ª %¢_mﬃktﬃ©tﬃ©gpz¬ª  %$ t ©grsn0¬­t  §£g¬­t>§noªµ%oq¢' %¬tgp©grsn
©$§¢
λ
b¢_§n   %¬ o­©$l
½
×8Ùm×
^8ªA©E®w­¯³C¦
 ," % `"/'ﬁ#	 ﬀﬁL-/ P &¼ 
λ = 1
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢ .´´¸½J¹0­4¥L®¹XÔ¥§¬0°±ÁJ¨·¯ªA¨&°¾ªA´¸¥§°±Êb»0ªJ¨Pf{¥L­¯®wªJ¨&¬0·F»>¨«0¥§»>®qÃ

− o −
¤Rª´MÓJ´¸ªL²>·4¥ﬁ¦0³L®w­F³§¦¹0ª°±½A©J»0°±°¾ªA¦0©Jª¬¥L¨±¨±ª¬¥L°·XØ¥L¬0¬0·F­¯©q¥L®±­F³C¦¸Êb»0­Ia
ϕ
¥§¨¾¨±³©A­¯ª
Nϕ
Z
>¯  ¯. ! ³§oqp
ϕ
r-¢_tBmﬃ§¢.´Tµ%rsny %poY§¢ £-t Mτq ½ 
¢   l&¸r-oq¨ %¬­tg¢_mﬃtLtg¢kpn)t ¬­tﬃ©@£%o  `lgn)tg¢kpq©
»k§oq¢kpq©`©grsoq¨ %¢kpq©
 ϕ
tﬃ©gpn)lﬃmgrsnn)tg¢kp(t
¶

oq¬ty·\o­©gpbtrs¢_t mﬃ§¢.´Tµ%r-ny %poY§¢¤£-t
Nϕ
¸r-oQtﬃ©gp n)lﬃmgr-nnﬃtg¢kpbt
¶

pb§rspbtﬃ©*¬­tﬃ© mﬃ§¢.´Tµ%rsny %poY§¢ﬀ©*£-t
Nϕ
©$§¢kp n)lﬃmgr-ngn)tg¢kpbtﬃ©
½
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢  È¦ªEÌ<ªE®q²i¨±­
ϕ
ªJ¨¾®°±½J©A»0°¾°±ªA¦g®±ª§²RªJ·F·¯ª cC½A°¾­¯ºª ·Fª ©J°±­¯®±ÁA°¾ªÓ¹0ªÓ¤R«¥L°¼½E®wªJ¦0¹0»
e
@&«>½A³C°¾ÁA´ªÜ8Ã ¾ﬀ¬¥%WCª¸Ù >ÙjOÃµ¥§­F¨½AÆ:³C»0·¯ªA°
λ
f ³C­¯¨R·Fª¬0»0­®w¨¹¥§¦0¨·¯ª´³8¹>ÁA·Fª Mτq
©J³C°±°¾ªA¨¾¬H³C¦>¹]a
·YX ½AÆ:³C»0·¯ªA°(ªEÀ>¥§©E®wªA´ªA¦g®&»>¦0ª f ³C­¯¨f¹0¥§¦0¨ ·¯ª´³8¹>ÁA·Fª
λ
¿.¦0³C°¾´ﬀ¥L·F­F¨¾½§Ã»>®w°¾ªA´ªA¦g® ¹>­¯®q²¬¥§°(·4¥¬0°±³§¬H³C¨¾­¿
®w­¯³C¦¬0°±½J©A½J¹0ªA¦g®wªL²
ϕ
cC½J°±­¯º0ª·¯ª&©A°±­®wÁJ°±ªi¹0ª¤R«¥§°,½J®±ªA¦0¹>»¨±­ ªJ®(¨¾ªA»0·¯ªA´ªA¦g®¨¾­»0¦0ª
e
ªE®f¹>³C¦0©i®w³C»>®±ªA¨)j
©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦É¹0ª
Nϕ
·Fª`c§½A°±­ºª§Ã

: °  "!
Ä¦ °¾ªA¬0°¾ªA¦0¹ ·4¥Ï©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦ ¹0ªÓ·XØÈ À8ªA´¬0·¯ª Ü8Ã ¾Ï¬¥%W§ª Ù 	\i>Ã .·Q¨XÔ¥%WC­®É¹X »0¦0ª©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦
°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ª¶¹>»´³8¹>ÁA·FªR¹0ª·4¥  ­ W§»0°±ªÜÃ¯ÙCÙ¬¥ﬂWCªÙ 	 	>Ã Ä¦É¦0³§®±ª
ϕ
©JªJ®¾®wª©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦Î²>³C¦¥@Z
h = (0, 1)
ªJ®
ω = (b4, b7).
Ä¦µ¬:ªA»>®¥§·F³§°±¨!cC½J°±­¯º0ªA°RÊb»0ª¶·FªJ¨
4
©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦0¨i¹0ª
Nϕ
¨¾³C¦g®Æ0­¯ªA¦°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªJ¨AÃ_U,°¾ªA¦0³§¦0¨¬¥§°
ªEÀ8ªJ´¸¬0·¯ª
ϕ3
¹0½Jº¦>­Fª¬¥§°Z
h3 = (0, 1)
ªJ®
ω3 = (b
2
4, b
1
7).
.·Î¨¾»®¹_XØ¥§¬>¬0·F­¯Ê»>ªA°&·FªQ©J°±­®wÁA°¾ªQ¹0ª¤R«¥§°&¹0¥§¦0¨i¨w¥ cCªJ°±¨¾­F³C¦¼©A·F¥§¨±¨¾­FÊb»0ª§²>©q¥§°J²¬¥§°&©A³§¦0¨¾®±°±»0©E®w­F³§¦Î²0·Fª
f{¥§©E®wªA»>°Q´Ç»0·¯®±­F¬0·¯­F©A¥L®w­ªf ¹0» ´³8¹>ÁA·Fª
λ
¿y¦0³C°¾´ﬀ¥§·¯­F¨¾½*cL¥§»>®
1
ÃÅÄ¦ ½AÆ:³C»0·¯ªÇ¹0³C¦0©·¯ªÇ¬0»0­®w¨»0¦>ª8f ³§­F¨RªE®
³C¦É°±ªJ·4¥MÀ8ª·4¥Ç©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦]Z
ϕ3
q
→
{
(4, 3)
(b24, b
1
7)

{
(2, 5)
(b26, b
1
7)

{
(0, 5)
(b14, b
1
7)

{
(2, 3)
(b14, b
2
9)

{
(3, 1)
(b14, b
1
8)

{
(1, 3)
(b16, b
1
8)

{
(2, 1)
(b16, b
1
7)

{
(0, 1)
(b24, b
1
7)
= ϕ3.
Ä¦ﬁ³CÆ>®±­FªA¦g® Æ0­FªJ¦ﬁ·4¥©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦
ϕ3
a·YXÔ¥§°±°¾­dc§½Aª§²M¨±­dWC¦0­º ¥§¦g®ÑÊb»0ª&©JªJ®±®±ª ¹0ªJ°±¦0­¯ÁA°±ªªA¨¾®,°¾½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªLÃ

  ®w°±¥.cCªA°¾¨·YX ªEÀ8ªA´¬0·Fª¶¬0°±½J©A½J¹0ªA¦g®q²Å³§¦ ©A³C´¬0°±ªJ¦0¹ Æ0­¯ªA¦¢¬:³C»0°¾Ê»>³C­ÑªJ®©A³C´´¸ªJ¦g®·Fª¶©A°¾­¯®wÁJ°±ªÇ¹>ª
¤R«¥L° ¬HªJ»>®`ÓE®w°¾ªR®wªJ¨¾®w½Q¨¾»0° ·¯ª´³8¹>ÁA·Fª
λ
¿.¦0³C°¾´ﬀ¥L·F­F¨¾½§Ã .·H¨XÔ¥%WC­¯®c°w¥§­¯´¸ªJ¦g® ¹0ª´­F´ªA°,·¯ªR©A³§´¸¬:³C°¾®±ªE¿
´ªA¦g® ¹0»´³¹0ÁA·¯ª³C°¾­ WC­¯¦¥§·0¹>ªR®wªJ·F·Fª¨±³§°¾®wªRÊ»>ªR®w³C»8® Æ0°¾­F¦ﬀÊb»0­H½J®w¥§­¯® c8­¯¨±­®w½
λ
f ³C­¯¨¹¥L¦0¨·¯ªR´³8¹0ÁJ·Fª
×8Ù$i
 
	 ,_	bﬃ y 0	I_d .	bﬃ `/ gJ#{ﬃ#{0 ﬁ% 143+5
³C°¾­ WC­¯¦¥§·©A³§°±°±ªJ¨±¬:³C¦0¹Ba
λ
Æ0°±­¯¦0¨Qc­F¨¾­¯®±½A¨»>¦0ª f ³C­¯¨¹¥§¦>¨ ·Fª´¸³¹0ÁA·¯ª
λ
¿.¦>³C°±´¸¥§·F­¯¨±½LÃ-^8­<·¯ªR©A³§´¸¬:³C°¾®±ªE¿
´ªA¦g®¹0ªA¨i©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨¥§¬0¬0¥§°w¥ﬂŁ¯®&¹0½J¨±³C°¾´ﬀ¥§­¯¨ ®w°¾ÁA¨i©A·F¥§­F°J²>­F·<°±ªA¨¡®wª>aﬁ³CÆ0¨±ªJ°yc§ªA°©AªÊ»>­Å©A³C¦0©JªA°¾¦0ª
·Fª0W§°±³C»0¬:ª§Ã
− o −
Pvyxzv  
-0*z 6d%-'ﬃ*>38+¡%z 2* -0%*  /
¤¥§¦0¨,»0¦¬0°¾ªA´­FªA°S®wªA´¬0¨J²g³C¦¨X ­F¦g®w½J°±ªA¨¾¨±ªR¥§»¦0³C´ÇÆ0°¾ª&¹0ªi©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ªA¨JÃ Ñ®w¥§¦g®
¹0³C¦>¦0½ Ê»>ª |Nϕ| cL¥§»8® λn ² ¨±­ n ªJ¨¾®¼·Fªµ¦0³C´ÇÆ0°¾ª ¹0ª ¨±³C´´ªJ®w¨ﬀ°±½W§»0·F­¯ªA°±¨ﬀ¹0» ´³¹0ÁA·¯ª§²(¬¥§°·Fª

³C°¾³C·F·F¥§­F°¾ª`¾>Ã iﬁ¬¥%WCªQ¬0°¾½A©J½A¹0ªJ¦b®±ª§²:³C¦¥LZ
|Eλ| = λn × |E|,
³\[ E
e
°¾ªA¨±¬<Ã Eλ j¶ªJ¨¾®·XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fªﬀ¹0ªA¨ﬁ©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªJ¨¸¹>ª Mτq e
°¾ªA¨¾¬ÎÃ Mλ,τq
jOÃ,Ä¦
¬:ªA»>®¥§¬0¬>·F­FÊb»0ªJ°&·4¥ U°±³§¬H³C¨¾­¯®±­F³C¦¼Ü8ÃØ×CÛÇ¬¥%W§ª× >Ù*a Mλ,τq
²0³C¦¼³CÆ>®±­FªA¦g®i·XÔ³C°¾¹0°±ªQ¹>» WC°¾³C»0¬:ª
Eλω
¹>ª
©Aª´³8¹>ÁA·Fª¼Z
|Eλω| =
∏
xi 6=q
λ
λ
i
 |(∆λ,q)| = |(∆λ,q)|.
µ¥§­¯¨
∆λ,q
ªJ¨¾®Ç·F¥¼´¸¥L®±°±­F©Jª
∆q
³\[Ó®±³C»0¨·¯ªA¨©A³ª ©A­¯ªA¦g®w¨¶³C¦g®Ç½E®w½´Ç»0·¯®±­F¬0·¯­F½J¨Q¬¥§°
λ
ÃË¤¼X ³\[Ò»0¦>ª
°±ªJ·4¥L®±­F³C¦®±°±ÁJ¨¨¾­F´¬0·FªRªA¦g®w°¾ª·¯ªA¨i³C°¾¹0°±ªJ¨¹>ªA¨PWC°±³§»0¬HªJ¨i¨±»0°i·FªJ¨i¹0ªA»8À´¸³¹0ÁA·¯ªA¨0Z
∏
xi 6=q
λi
 |Eλω| = λn × |Eω|.

ªJ®¾®wª °¾ªA·F¥L®w­¯³C¦¨JXÔ­¯¦b®±ªA°¾¬0°±ÁE®wªQf{¥§©J­F·¯ªA´ªA¦g®qÃMÈ¦ﬁªJÌHªJ®A²§³C¦Ç¨±¥§­¯®SÊb»0ª&·FªJ¨ ½J·F½A´ªA¦g®±¨ ¹0» WC°¾³C»0¬:ª
Eω
¨¾³C¦g®
·FªJ¨f©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦>¨f°¾½A©A»>°±°±ªJ¦g®wªA¨&¹>ªR·4¥©d«¥ﬂŁF¦0ª¹0ª0µ¥L°&§³$c Cω ÃÈ,¦ﬀ¬¥§°¾®±­F©J»0·F­¯ªA°A²§ªA·F·¯ªA¨(©A³C¦>¨¾®w­®w»0ªJ¦g®
·FªJ¨©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦0¨ﬁ°±½J©A»0°¾°±ªA¦g®±ªA¨¹X »0¦0ª¼´ÓA´ª©A·4¥L¨±¨±ªÉ¹X ½AÊb»0­ªcL¥§·FªJ¦0©Aª¼¬H³§»0° ∼ Ãf¤³C¦0¦0³C¦>¨¸¦0³§»0¨
»0¦¨¾³C´¸´ªJ®°±½JWC»0·F­¯ªA°
xi
ªJ®ﬁ»>¦0ª©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦Ò°¾½A©A»>°±°±ªJ¦g®wª
ϕ
¹0ª Mτq
ÃÑ¤¥L¦0¨
Nϕ
²S³C¦³CÆ>®±­FªJ¦b®
·F³©q¥L·FªA´ªA¦g®
λ
¬H³§¨±¨±­¯Æ0­F·¯­¯®±½A¨¬H³§»0°¸·¯ªA¨©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨ﬀªJ¦
xi
ÃfÈ¦PªJÌHªJ®A²f¨¾­³§¦P¦0³§®±ª
bj
·Fª¼Æ0°±­¯¦
¬:³C­F¦g®w½&¬0¥§°
ωi
²b¥§·F³§°±¨»0¦0ª©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦¹0ª
Nϕ
¬:³C­¯¦b®±ª&ªA¦
xi
¨¾»0°
bkj
¬:³C»0°»0¦¸©AªJ°¾®d¥L­F¦
k ∈ [1, λ] Ã
Õ¥©J·4¥§¨¾¨±ª(¹0ªA¨SÆ0°±­¯¦0¨S½JÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦g®w¨Ta
bj
¹0³C¦0¦>ª¦¥§­¯¨±¨±¥§¦0©Aª a¬>·F»0¨¾­FªA»>°±¨Ë©A·4¥L¨±¨±ªJ¨ ¹0ªfÆ0°±­¯¦0¨½AÊb»0­ªc§¥L·FªA¦g®±¨
¨±»>°Q·FªÇ´³8¹>ÁA·Fª
λ
¿y¦0³C°¾´ﬀ¥§·¯­F¨¾½§Ã'US³C»>°Q¬¥§¨±¨¾ªA°¹X »0¦ Æ0°±­¯¦
bkj
a»0¦ ¥§»>®±°±ª
bk
′
j
²<­F·Rf{¥§»>®`f{¥L­F°±ª®w³C»>°±¦0ªJ°
·4¥ÒÂÁJ©d«0ª ¬¥§°É»0¦ ´Ç»0·¯®±­F¬0·¯ªµ¹0ª
di e
¹0ªJWC°±½ ¹0ª
xi
¹¥§¦0¨¼·Fª ´³¹0ÁA·¯ª¢³C°±­dWC­F¦0¥§·qj f ³C­F¨JÃ&Õ¥cL¥§·¯ªA»0°
ppcm(di, τi)/di = λi
¦0³§»0¨&¹0³C¦0¦>ª¥§·F³C°¾¨·¯ª¦0³C´ÇÆ>°±ª¹0ªQ©J·4¥§¨¾¨±ªJ¨&¹0ªQÆ0°±­¯¦0¨ ¹0­Ì<½J°±ªJ¦b®±ªA¨&ªJ¦
xi
¬:³C»0°
Nϕ
Ã 	¦0ª f °w¥§©E®w­¯³C¦
λ/λi
¹0ªJ¨¶©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨Q¹>ª
Nϕ
ªJ¨¾®¶¥§·F³§°±¨¥§¨¾¨±©A³©A­¯½Aª a©d«¥§©J»0¦0ªﬀ¹>ª©JªA¨
λi
©A·F¥§¨±¨¾ªA¨i¹0ªÆ0°¾­F¦0¨i¬:³C»0°
xi
Ã
ÕÅªA¨ﬀ·¯­FªJ¦0¨ﬁªA¦g®w°¾ªµ·¯ªBW§°±³C»0¬:ª¼¥§Æ:½A·F­¯ªA¦ ¹0» ´³¹0ÁA·¯ª­F¦0­®w­4¥L·ªJ®©JªA·F»>­¹>» ´³8¹0ÁJ·Fª
λ
¿.¦0³§°±´¸¥§·F­¯¨±½
´½A°±­®wªJ¦b®Ë¹XÐÓJ®±°±ª¥§¬0¬0°¾³%f ³C¦0¹0­¯¨A²ZªE® ©J³C¦0¨¾®±­¯®±»0ªA¦g®Ñ»>¦0ªf¬>°±ªA´­FÁJ°±ª,¬0­¯¨¾®wª(¹0ªf°±ªA©d«>ªA°±©d«>ª ¬H³§»0°S»>¦¶®w°±¥.c§¥L­F·
©A³§´¸¬0·¯½A´ªA¦g®d¥L­F°±ªLÃ
− o −
×8Ù.h
^8ªJ©J®±­F³C¦
 , ﬀ Q J#	 $	ﬂg#J-ﬁ%y 0/ﬀ \ﬃ_'
27   H_SPO GIHJ;>=LK SwG BF0D+O ;¼CEDK @S AD+F @S
Pv<(wv{x
 %! :1/ * 'ﬃ*- 8
}
/:*-/:*21?-Î->+¡/
Ä¦Ó½E®w»0¹0­¯ª¹¥§¦0¨©AªE®±®±ª¸¨¾ªA©J®±­F³C¦ ·Fªﬁ´³¹0ÁA·¯ªﬁ¹0»Ó´¸¥§°¾©d«0ªA»0°ªJ»0·F½J°±­FªJ¦ÎÃÅÈ¦ ¬¥§°¾®±­F©J»0·F­¯ªA°A²H³C¦ °±ªE¿
¬0°¾ªA¦0¹Ó·YXÔ¥§°¾®±­F©A·¯ª>f ³C¦>¹¥L®wªJ»0°ÖØÜ§×MÚÍÃ

X ªA¨¡® a®±°w¥.cCªJ°±¨©JªJ®ªEÀ8ªJ´¸¬0·¯ª§²Å©Jª¸©A¥§¨¬¥§°¾®±­F©J»0·F­¯ªA°¹0» ´³8¹0ÁJ·Fª
ÂÁJ©d«0ªE¿y«¥§»>®±ªA»0°J²:Êb»0ª·4¥Ç·¯³C­Î¹X ½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®PWC½J¦0½A°±¥§·F­¯¨±½AªQ¬>°±ªA¦>¹®w³§»>®i¨±³C¦¼¨±ªJ¦0¨AÃ
¤¥§¦0¨·¯ªﬁ©q¥§¨¹0» ´ﬀ¥L°±©d«0ªJ»0°QªA»0·¯½A°¾­FªA¦<²Î·Fªﬁ¨¾ªA»0­¯·ÑªA¦ ©d«¥§Êb»0ª¨±³C´´ªJ®Q°¾½WC»0·¯­FªJ° cL¥§»>®
1
Ã:­F¦0¨¾­Í²
»0¦0ªÉ©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦¨¡®d¥§Æ0·¯ªªJ®¬:³C¨±­®w­dc§ª©A³§¦b®±­FªJ¦b®»0¦Ï¦0³§´ÇÆ0°±ª¹>ªBW§°w¥§­¯¦0¨Ç¦b»0·&ªA¦ ©d«¥§Êb»0ª¼¨±³§´¿
´ªJ®,°±½JWC»0·¯­FªA°JÃ

ªA¨(©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨,¬:ªA»ﬀc§ªA¦g®¹>³C¦0©ÓJ®w°¾ª!c8»>ªA¨©J³C´´¸ª&¹0ªJ¨,©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦0¨¡¿ÍÂÁA©d«0ªJ¨
»0¦0­¯Êb»0ªA´ªA¦g®qÃ ³C°±´ªA·¯·FªJ´¸ªJ¦b®A²§­¯·ﬀ¥»0¦ﬀ­¯¨±³C´³C°¾¬0«0­F¨¾´¸ª ®±°±­ªc8­F¥§·0ªJ¦b®±°±ª·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ª¹>ªA¨©J³C¦>ºkW§»0°w¥M¿
®w­¯³C¦0¨¨¾®w¥§Æ0·¯ªA¨ËªJ®S¬H³C¨¾­¯®±­dcCªJ¨¹0»´¸¥§°±©d«>ªA»0°ËªA»0·¯½A°¾­FªA¦ªJ®S·YX ªA¦>¨±ªA´Æ0·Fª,¹0ªJ¨S©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨Ë¹0»´¸³¹0ÁJ·FªA¨
Êb»0³§®±­FªA¦g®±½AªA¨¬¥§°&·¯ªA¨i©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨¿.«¥§»8®wªA»>°±¨AÃ
È¦ ¬0¥§°¾®±­F©A»>·F­FªJ°A²Å·¯ªA¨Ç©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨¶°±½J©A»0°¾°±ªA¦g®±ªA¨¹0»Ï´¸³¹0ÁJ·Fª¨±³C¦g®¹0³C¦>©¹0½Jº0¦0­FªJ¨Ç¬¥§°Ç·¯ªA»0°
©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦8¿ÍÂÁA©d«0ªLÃ<ÕVX ­F¦g®w½J°ÓE®¹0ª¶·4¥¸¹>½Jº¦0­®w­¯³C¦¹>ªÇ·4¥°±ÁJWC·Fª>WC½A¦0½J°w¥§·¯­F¨¾½Aª¶¥§¬0¬¥§°±¥ﬂŁF®¥§·¯³C°±¨¹¥§¦>¨
·YX ½A¦>³C¦0©A½¹0»É®w«>½A³C°¾ÁA´ªQ¨±»0­ªc§¥L¦b®*Z


¯     ª 
	
	
ﬀ
tﬃ©¤mﬃ§¢.´Tµ%r-ny %poY§¢ﬀ©@nﬃlﬃmgr-nn)tg¢kp(tﬃ© £%r  §£g¬­t4£%r   %n)mﬃktgr-n¤tgr-¬­lgnoYtg¢
©$§¢kp¬­tﬃ© mﬃ§¢.´Tµ%rsny %poY§¢ﬀ© mﬃ§£-lﬃtﬃ©w»ﬀ %n*£-tﬃ©¼ %nJ«n)tﬃ© mﬃ§r-¨$n& %¢kpq©
½
È¦ªJÌHªJ®q²¥§¨¾®±ªA·Fªg¦É¥´¸³§¦b®±°±½
e
Ö i\¾LÚ j(Êb»X ³C¦¬HªJ»>®i¥§¨¾¨±³©A­¯ªA°»>¦»0¦0­FÊb»0ªR¬¥§°±©J³C»0°¾¨ ªA»0·¯½A°¾­FªA¦Ea
»0¦¥L°±Æ0°¾ª©J³C»ﬀc°w¥§¦g®ªA¦0°±¥§©A­¯¦0½RªJ¦»0¦¨¾³C´¸´ªJ®(¹X »0¦0ª©q¥§°¡®wªLÃ $i½A©J­F¬0°¾³8Êb»0ªJ´¸ªJ¦b®A²8³§¦ﬀ¬:ªA»>® ¥§¨±¨¾³8©J­FªA°
0
00
0
0
00
0 0
00
0 0
00
0
0
00
0
0
00
0
0
00
00
00
0
0
00
0
 	¾>ÃØ×


³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨&°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ªA¨¹0»¼´ﬀ¥§°¾©d«0ªA»>°ªJ»0·F½J°±­¯ªA¦ÉªJ®¬¥§°¾©A³C»>°±¨iªA»0·¯½A°¾­FªA¦>¨AÃ
a¶®±³C»>®f¬¥§°±©J³C»0°¾¨ªA»>·F½A°¾­FªJ¦¹X »0¦0ªR©A¥§°¾®±ªR¹0³§¦b® »0¦¨±³§´¸´ªJ®
q
ªA¨¡®&¹0­¯¨¾®w­¯¦WC»0½
dq
¥§°±Æ>°±ªA¨f©A³C»sc8°±¥§¦g®w¨JÃ
×8ÙmÜ
 
	 ,_	bﬃ y 0	I_d .	bﬃ `/ gJ#{ﬃ#{0 ﬁ% 143+5
^8­H¹0ª¬0·¯»0¨³C¦¹>­F¨¾®±­F¦W§»0ª»>¦Æ0°±­¯¦­F¦0©J­F¹0ªJ¦g®!a
q
²>¥§·F³C°¾¨»0¦¸®wªA·H¬¥§°¾©A³C»0°¾¨ ªA»>·F½A°¾­FªJ¦ªA¨¡®iªA¦°±ªJ·4¥L®±­F³C¦
¥.cCªJ©»0¦»0¦0­FÊb»0ª¶¥§°¾Æ0°±ª©A³§»ﬀc°w¥§¦g®q²:¹0³C¦g®­F·ÎªJ¨¾®·YX ­F´¸¥%WCª¬0¥§°·XØ¥L¬0¬0·F­¯©q¥L®±­F³C¦ﬀ¬0°±½J©A½A¹>ªA¦g®wªLÃ5R­¯¦0¨±­ ²0¨±­
³C¦ ¨¾ªﬁ¹0³C¦0¦0ªﬁ»>¦0ªﬁ©q¥§°¡®wªL²<»0¦ ¨±³§´¸´ªJ®RªJ®Q»0¦ Æ0°¾­F¦¢­¯¦0©A­¯¹0ªA¦g®a©Jªﬁ¨±³C´´ªJ®q²:³C¦ ¬:ªA»>®©A³C¦0¨¡®w°¾»0­F°¾ª
»0¦0ª&Æ>­sÐ¾ªA©E®w­¯³C¦ﬁªA¦g®w°¾ªi·FªA¨Ñ¥§°±Æ0°¾ªA¨,©A³§»ﬀc°w¥§¦g®w¨,¹0ª&©JªJ®¾®wª&©q¥L°¾®wª&ªE®,¨±ªJ¨(¬0¥§°±©J³C»0°±¨,ªJ»0·F½J°±­FªJ¦ÎÃgÄ°³C¦ﬁ¬:ªA»8®
´³C¦g®w°±ªJ°Ê»>ª·YXÔ¥§·dWC³C°±­®w«0´ªS®±«0ªA°¾´¸­¯Êb»0ª,¬HªJ»>®ïÓE®w°¾ªfªEÌ<ªJ©J®w»>½ªA¦¶½AÆ:³C»0·F¥§¦g®S·¯ª,¬0»0­¯®±¨IWC°w¥§­¯¦¬¥§°RWC°w¥§­¯¦Î²
ªJ®Ç¥§­F¦>¨±­(¥§¨±¨¾³8©J­FªJ°¶»0¦¬¥§°±©J³C»0°¾¨ªA»>·F½A°¾­FªJ¦¹0ª¸·4¥É©q¥§°¡®wªEa¼©d«¥§Êb»0ª©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦Ó°±½J©A»0°¾°±ªA¦g®±ª§² ªJ¦
¦0³§®w¥§¦g®i·Fª¬¥§°±©J³C»0°¾¨&¹0ªA¨PWC°±¥§­F¦0¨Ê»0¥§¦0¹É³C¦ªA¦,c§³C­Fª·FªR¬0°±ªJ´¸­¯ªA°QW§°w¥§­¯¦·Fª·¯³C¦Wﬁ¹0»Æ>°±­F¦¹>­F¨¾®±­F¦W§»0½§Ã
: °   

ªJ®ªEÀ8ªA´¬0·¯ªﬀ­F·¯·F»0¨¡®w°¾ª·F¥¼°¾ªA´¸¥§°±Êb»0ª¸©A­`¿.¹0ªJ¨±¨±»>¨AÃÑÕÅª¸Æ0°±­¯¦¹0­¯¨¾®w­¯¦WC»0½­F©J­,ªA¨¾®·FªÆ0°±­¯¦Êb»0­f°±ªA·¯­Fª·Fª
¬0»0­®w¨&ªE®·¯ªQ¨±³C´´ªJ®iªA¦¼«¥§»8® a Wg¥L»0©d«0ª¹0ª·4¥  ­dWC»0°¾ª¾>Ã×Ç¬¥ﬂWCªQ¬0°±½J©A½J¹0ªA¦g®wªLÃ

− o −
Pv<(wv)(  
+b/:8 38+%z 8H%(')' * R/Ï** 38*z4R/ * / 1/Ï/53 **)'ﬃ*- 8
}
/:*- /:* 1=-Î->+/
ÕÅªA¨¹0ªA»À Æ0­Ð¾ªA©J®±­F³C¦>¨©A·F¥§¨±¨¾­FÊb»0ªA¨
e
ÖØ×ﬂiLÚÍ²¯Ö 	LÚqj¨±»0°Q·¯ªÇ´¸³¹0ÁJ·Fª¹>» ®w¥§¨Q¹0ªﬁ¨±¥§Æ0·Fª>f ³C¦g®­F¦g®wªJ°ycCªJ¦0­F°
»0¦Ó³C°±¹0°¾ª¨±»0°·FªJ¨¶¥L°ÓJ®±ªA¨¹0» W§°w¥§¬0«>ª§Ã   ©d«¥§Êb»0ªﬀ½E®d¥§¬:ª§²Å³§¦©d«0³C­¯¨±­®¹0ª®±°w¥§­®wªJ°Q·YXÔ¥§°ÓE®wª¹0ª¬0·F»0¨
f ³C°¡®wªﬀ¬>°±­F³§°±­¯®±½¬¥§°±´­»0¦¨¾³C»0¨¡¿yªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fªﬀ¹_XØ¥§°­ÓJ®±ªA¨AÃ È¦ÒÊb»0ªA·¯Ê»>ª¨±³C°¡®wªL²S®w³§»>®¨¾ª¬¥§¨¾¨±ª©J³C´´¸ª
¨X ­F·k¥.cL¥§­¯®(¬0·¯»0¨±­¯ªA»0°¾¨f´¸¥§°¾©d«0ªA»0°¾¨f¨¾»0°·¯ªPWC°w¥§¬>«0ª§²bªJ®fÊb»X a©d«¥§Êb»0ª½J®d¥L¬HªL²»>¦¨±ªJ»0·H¬:ªA»8® ¥.cL¥§¦0©JªA°AÃ
Ä¦¬HªJ»>®&ªJ¦Lf{¥L­¯®f¨X ­F¦0¨¾¬0­F°¾ªA° ¹0»´³¹0ÁA·¯ªR¹0»´¸¥§°±©d«>ªA»0° ªJ»0·F½J°±­¯ªA¦¬:³C»0°­¯¦g®wªA°¾¬0°±½E®wªJ°&·FªA¨fÆ0­sÐ¾ªJ©J®±­F³C¦0¨
¹0ª¤R«¥L°
e
ÖØ×ﬂiMÚ jQªE®

³C°±­`¿ÕÅª ³C°yWC¦0ª
e
Ö 	LÚ jRªA¦ ©AªJ¨®±ªA°±´ªA¨JÃÈ¦Ó¬¥L°¾®w­¯©A»0·¯­FªJ°A²:³C¦Ó¬:ªA»8®¥§¬0¬0·¯­FÊb»0ªA°
·YX R·dWC³C°¾­¯®w«>´¸ª ¾>ÃÙ¬0¥%WCª¨±»0­ªcL¥§¦g®wª§Ã
Ä¦¨¾»0¬0¬:³C¨±ªÊb»0ª©d«¥§Êb»0ªÆ0°±­¯¦¼¥»>¦0ª©AªA°¡®d¥§­¯¦0ªQ¬0°¾­F³C°¾­¯®w½LÃ0Ä¦É©q¥L·F©A»>·FªQ¬:³C»0°&©d«¥§Êb»0ª¨±³§´¸´ªJ®
¹0»ﬁ´³8¹>ÁA·Fªf·Fªf¦0³C´ÇÆ0°¾ª ¹X ½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨Ñ®±³§®d¥§·
e
CalculerNbTotalEbouls(Mτq )
jË·F³C°¾¨ ¹0»©A°¾­¯®±ÁA°±ª
¹0ª¤R«0¥§°AÃ R¬0°¾ÁA¨A²³§¦½AÆ:³C»0·FªR·FªR¬>»0­¯®±¨
q
ªJ¦´¸ªE®±®w¥§¦g® ®w³C»>¨&¨±ªA¨&Æ>°±­F¦>¨ ­F¦0©J­F¹0ªJ¦g®w¨&¹¥§¦>¨ ·4¥Ç·¯­F¨¾®±ªR¹0ªJ¨
Æ0°¾­F¦0¨®±°w¥§­®w½J¨
ListeBrinsTraites
ªE®ªA¦Ï­F¦0¹>­FÊb»¥§¦g®ÇÊb»X ­F·¯¨Ç³C¦g®ﬁ½E®w½É¥mÐ¾³C»8®w½A¨ﬁ·¯³C°±¨¶¹0»Ï¬0°±ªJ´¸­¯ªA°
½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®¹0»Ò¬0»>­¯®w¨JÃËÈ,¦>¨±»0­®wª§²Å®w¥§¦g®Êb»0ª¸©AªJ®¾®wª¸·F­F¨¡®wªﬁªJ¨¾®Ç¦>³C¦c­F¹>ª§²³C¦ªOÀ®w°w¥L­¯®·FªÆ0°±­¯¦
b
¹>ª
¬0°¾­F³C°¾­¯®w½¶·4¥ﬀ¬>·F»0¨Q­¯´¸¬:³C°¾®w¥§¦g®wªLÃÎÄ¦ ªA¦,cC³§­Fªﬁ·Fª¼WC°w¥§­¯¦4cCªJ°±¨·4¥ﬀ¹>ªA¨¾®±­F¦¥M®w­F³§¦
xj
¹0ª
b
²ÅªJ®³C¦ ½AÆ:³C»0·Fª
xj
¨±­Î©Jª`WC°w¥L­F¦¥¶¬0°±³$cC³Êb»0½Q¨±³§¦­F¦0¨¡®d¥§Æ0­¯·F­®w½§ÃÄ¦É¥mÐ¾³§»>®wª
b = (xi, xj)
a·4¥·F­¯¨¾®wª
Arbre
Ê»>­Î¹0½Jº0¦0­
·YXÔ¥§°¾Æ0°±ªQ³CÆ8®wªA¦b» aﬁ·4¥Çº¦Î²¨¾­VZ
 b
¥ﬁ½E®w½¥mÐ¾³C»>®±½*a·F¥ﬁ·F­F¨¡®wª·¯³C°±¨&¹>»¹0ªJ°±¦0­¯ªA°&½JÆH³C»>·FªA´ªA¦g®i¹0ª
xi
²

ªE®¨¾­
b
¥ﬁ¬0°±³$c§³8Êb»0½·YX ½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®&¹0ª
xj
Ã
×8Ù$¾
^8ªJ©J®±­F³C¦
 , ﬀ Q J#	 $	ﬂg#J-ﬁ%y 0/ﬀ \ﬃ_'
  '¯q         -¯
  ¯ R¯ >  ¯  	
@'TIﬁ-±%Z Mτq, ϕ = (ω, h)
I 
ListeBrinsTraites ← ∅  
Arbre← ∅  
InitialiserTab(NbEbouls)
 
NbTotalEbouls← CalculerNbTotalEbouls(Mτq)
 
AjouterBrinsEboules(ListeBrinsTraites, q, 1)
 
 k'

 
ListeBrinsTraites 6= ∅  ¯.
b← ChoisirBrin(ListeBrinsTraites)  
xi = origine(b)
 
xj = destination(b)
 
±.
xj 6= q  ¯ﬂ±
hj ← hj + 1  
±
hj = τj
 '¯±
±.
date(b) = NbTotalEbouls[xi]
 ¯±
Arbre← Arbre ∪ b  
NbEbouls[xj ]← NbEbouls[xj ] + 1  
AjouterBrinsEboules(ListeBrinsTraites, xj , NbEbouls[xj ])
 
hj ← 0  
R±.
+R±.



 E-± q ﬀ,Z
Arbre
.·wf{¥§»>®¬>°±ªA¦>¹0°±ª¼©A³C´´ª©A³C¦,c§ªA¦g®w­¯³C¦ Êb»0ª¼·Fª¬0»>­¯®w¨ﬁ¦>ª¼¨JXÔ½JÆH³§»0·FªÉÊb»X »0¦0ªLf ³C­F¨ﬁªE®¸¦_XÔªJ¨¾®Ð±¥§´¸¥§­F¨
­F¦>¨¾®d¥LÆ0·FªLÃm¤¥§¦0¨Ë©Aª(©q¥§¨J²m·4¥&¹0³C»0Æ>·Fª,©A³C¦>¹0­¯®±­F³C¦´ªA¦g®w­¯³C¦0¦0½Jªf¬0·¯»0¨«¥§»>®Ë¦0³§»0¨S¬:ªA°¾´¸ªE® ªEÌ<ªJ©J®±­dcCªJ´¸ªJ¦g®
¹0ªQ°¾ªJ®w°¾³C»ﬀc§ªA°i·FªJ¨ Æ0­sÐ¾ªJ©J®±­F³C¦0¨¹0ª¤R«¥§°&ªE®

³C°¾­¿ÕÅªJÆH³C°yWC¦0ª¨¾»0­dcL¥§¦g®&·¯ªA¨&¬0°¾­F³C°¾­¯®±½A¨Êb»0ªQ·XÔ³§¦É¥LÌ<ªJ©J®±ª
¥§»8ÀﬀÆ0°¾­F¦0¨JÃ>¤¥L¦0¨&·FªJ¨¹0ªJ»8À©A¥§¨A²8³C¦¬¥§°¡® ¹X »0¦0ª¬>°±­F³§°±­¯®±½­¯¦0­¯®±­4¥§·¯ª&¹0½Jº0¦0­Fª¨¾»0° ·¯ªA¨&¥§°­ÓJ®±ªA¨ Êb»0ªQ·XÔ³C¦
¥LÌHªA©E®wª¥§»8ÀÉ¹>ªA»8À¼Æ0°¾­F¦0¨&©J³C°±°¾ªA¨¾¬H³C¦>¹¥§¦g®w¨ aﬁ©AªJ®¾®wª¶¥§°ÓE®wªLÃ ¤¥§¦0¨i·FªQ©A¥§¨i¹0ª·4¥ﬁÆ0­Ð¾ªA©J®±­F³C¦¹>ª¶¤«¥§°A²
­F·f{¥§»>®i©AªJ¬HªJ¦0¹¥§¦g®©q¥§·¯©A»0·¯ªA°&»0¦>ª¬>°±­F³§°±­¯®±½¬0·¯»0¨i©A³C´¬0·FªOÀ8ª¥§»Bf »>°ªE® a´ªA¨¾»0°±ª¹0ª·XØ¥§·dWC³C°¾­¯®w«>´¸ªLÃ
US³§»0°»0¦Æ0°±­¯¦
b
²ËªA·F·¯ª¸¨¾ªA°±¥µ½Wg¥L·Fª a
(−lb, pb) ²Ë³\[ lb ªA¨¡®Ç·F¥¼¹0­¯¨¾®w¥§¦0©Aª¸¹0»ÒÆ0°¾­F¦Ó¥§»Ò¬0»>­¯®w¨¬¥§°·Fª
Æ:³C»>®¹XÔ¥§°±Æ>°±ªﬁ¹0½.Ð&aÉ©J³C¦0¨¡®w°±»>­¯®q²HªJ®
pb
·4¥¸¬0°±­¯³C°±­®w½­¯¦0­¯®±­4¥§·¯ª§Ã:È¦0¨±»>­¯®wªﬁ­¯· ¨¾»®¶¹>ªﬁ¬0°±ªJ¦0¹0°±ª·XÔ³C°¾¹0°±ª
·FªOÀ8­F©A³%WC°w¥§¬>«0­FÊb»0ªLÃkUS³C»>°·F¥ÇÆ0­sÐ¾ªJ©J®±­F³C¦¹0ª

³C°¾­¿.ÕªJÆH³§°&WC¦0ªL²0­F·H¦X¼¥¥L»0©A»0¦¼©d«¥§¦ﬀWCªA´ªA¦g® a f{¥L­F°±ªLÃ
È¦ f{¥§­¯®A²b©AªJ® ¥§·­W§³C°±­®w«0´ª&¹0½Jº0¦0­<¥L»0¨±¨¾­<·4¥Æ0­Ð¾ªA©J®±­F³C¦´ªA¦g®w­¯³C¦0¦0½JªR¬0·¯»0¨f«0¥§»>® ¹0¥§¦0¨·¯ª©J³C¦g®wªOÀ8®±ª
¹0»¼´ﬀ¥L°±©d«0ªJ»0°ªJ»0·F½J°±­¯ªA¦ÎÃkUS¥§¨i®w³C»>® a f{¥§­¯®A²>©A¥§°­¯·_É¥Êb»0ªA·¯Ê»>ªA¨R´³¹0­¯º©A¥L®w­¯³C¦0¨Qa¸¥§¬>¬H³C°¡®wªJ°A²¹¥§¦>¨
·4¥´¸ªJ¨±»0°¾ª&³\[ﬁ·Fª °  C·Fª¹0»ﬁ¬0»0­®w¨ÑªJ¨¾®(·F½JWCÁA°¾ªA´ªA¦g®¹0­Ì<½J°±ªA¦g®AÃ	¦Æ:³C¦ﬁ´³§ªA¦¹0ª&°¾½WC·¯ªA°Ñ·¯ª ¬0°±³§Æ0·FÁJ´¸ª
ªA¨¡®Ç¹XÔ¥mÐ¾³C»8®wªA°¶»0¦Ò¬0»>­¯®w¨º©E®w­df
q′
°±ªJ·F­F½»0¦>­FÊb»0ªA´ªA¦g® a
q
ªJ®¶¹0ª¸¬H³C¨¾ªA°
τq = 1
²
ωq = (q, q
′)
ªE®
Æ0­¯ªA¦ ¨ 0°
hq = 0
Ã R­¯¦0¨±­ ²Ñ³C¦Ï°±ªE®w°¾³C»ﬀcCª¼¹¥§¦>¨
Arbre
·F¥ ·F­F¨¡®wª¹>ªA¨Æ0°±­¯¦0¨©A³C°¾°±ªA¨¾¬H³§¦0¹¥§¦g®w¨2a ·4¥
©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦8¿ÍÂÁA©d«0ª¹0ª·F¥Ç©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦¼°¾½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªLÃ

ªA¬:ªA¦0¹0¥§¦g®q²<ªJ¦µ¹0½J¬0­¯®¹0»Bf{¥§­¯®Êb»0ª©AªE®Q¥§·dWC³C°±­®w«0´ª f ³C¦>©J®w­¯³C¦0¦0ª¬:³C»0°i·FªJ¨¹>ªA»8À´³8¹0ÁJ·FªJ¨A²·4¥
Êb»0ªA¨¡®w­¯³C¦É¹0ª·YXÔ¥§¹¥L¬>®d¥L®±­F³C¦ aÇ»0¦É´¸³¹0ÁJ·FªR«,Æ0°¾­F¹0ªR®±ªA·ÎÊb»0ª®±³C»>®&¨¾³C´´¸ªE®&¥§¹0´ªJ® »0¦¨±ªJ»0­F·Î½JWg¥§·_a
1
³C» aﬁ¨±³C¦¼¹0ªW§°±½¦X ªA¨¾®¬¥§¨&°¾½WC·¯½AªLÃ
− o −
×8ÙmÛ
 
	 ,_	bﬃ y 0	I_d .	bﬃ `/ gJ#{ﬃ#{0 ﬁ% 143+5
Pv<(wv  
-0% b/:8938+¡%z  *- 1/	'ﬃ%! :1¡/2* 'ﬃ*- 8
}
/:*-/:*21?-Î-0+/
¤¥§¦0¨·¯ª©q¥§¨8WC½J¦0½A°±¥§·Í²S¨±­ »>¦ ´³¹0ÁA·¯ª¥§¹0´ªJ®ﬁ»>¦ c§ªA©E®wªA»>°¸¹0ªEf{¥L©J®wªJ»0°±¨´Ç»>·¯®w­¯¬0·F­¯©q¥L®±­df ¨
λ =
(λ1, . . . , λn)
²M¥§·F³§°±¨»0¦0ªf©A·4¥L¨±¨±ª
Eω
¹0ªf©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨Ë°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªJ¨Ñ½AÊb»0­ªcL¥§·FªJ¦b®±ªA¨S¬¥§°Ë³C°±­¯ªA¦g®d¥L®±­F³C¦
ªA¨¡®i­F¨¾³C´¸³§°±¬0«0ª a
(
∏
λi)
©J³C¬0­FªJ¨ ¹0ªQ·XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·FªR¹0ªA¨i¥§°¾Æ0°±ªJ¨&©A³C»sc8°±¥§¦g®w¨ T Ã0ÄQ¦¬:ªA»8®i¹0½Jº¦>­F° »0¦>ª
¬0°¾³MÐ¾ªA©E®w­F³§¦
piω
®±°±ÁJ¨¦0¥L®w»0°¾ªA·¯·FªQ¹0ª
Eω
¹¥§¦0¨ T ²0®±ªA·F·¯ªÊb»0ª Z
∀A ∈ T , |pi−1ω (A)| =
∏
xi 6=q
λi. e
¾>Ã×Ã¯Ùj
È¦¢ªJÌHªJ®A² ­F·Å¨±» ®R¹X ­F´¸¥%WC­F¦>ªA°&Êb»0ª·¯ªA¨¨±ªJ»0­F·¯¨¬0¥§¨±¨¾ªA¦g®®w³§»0¨ a
1
¨¾»0Æ0­®wªA´ªA¦g®
e
∀xi 6= q, τi = 1 jEÃ
ÕVXÔ­¯´ﬀ¥ﬂWCª¹X »0¦0ªµ©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦°±½J©A»0°¾°±ªA¦g®±ª¢ªA¨¡®¥§·¯³C°±¨·4¥ ©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦ ¨¾®d¥LÆ0·Fª¼³CÆ>®±ªA¦b»0ª¢¥L¬0°±ÁJ¨
·YXÔ¥.cL¥§·4¥§¦>©d«0ªQ¹0ª©AªJ®¾®wª©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦É¹¥§¦0¨i·Fª¦0³§»ﬀcCªA¥§»µ´³8¹>ÁA·FªLÃ .·ªA¨¡®i®w°±­ªc­4¥§·ÎÊb»0ª¹¥§¦>¨©Jª¶©A¥§¨A²
»0¦0ª©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦°±½J©A»0°¾°±ªA¦g®±ª¹0³§¦0¦0ª»0¦0ªi©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wª¹¥§¦0¨,·¯ª¦>³C»ﬀcCªA¥§»ﬀ´³¹0ÁA·¯ª§Ã
Ä¦Ç¦0³§®±ª
pi
©AªJ®¾®wª ¬>°±³MÐ¾ªJ©J®w­¯³C¦¨¾»0°Ñ·¯ªf¦0³§»ﬀcCªA¥§»ﬁ´¸³¹0ÁJ·Fª,½J®±ªA¦0¹0»>ª!aR·YX ªA¦>¨±ªA´Æ0·Fª(¹0ªA¨ ©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦0¨AÃ
Ä¦¬:ªA»8®¥§·F³C°¾¨&´¸³§¦b®±°±ªJ°&Ê»>ª
pi
ªA¨¡®©A³C´¬¥L®±­FÆ0·¯ªQ¥.cCªA©·YX Êb»¥L®w­¯³C¦L¾>ÃØ×8ÃÙCÃ
®*¯°V'±.q d ³§oqp
Eω
r-¢_t mg¬ª ©ﬃ©$tQ£-t!mﬃ§¢.´Tµ%r-ny %poY§¢ﬀ©n)lﬃmgr-nnﬃtg¢kpbtﬃ©!l&¸r-oq¨ %¬­tg¢kp(tﬃ©»ﬀ %nw§noYtg¢
pY %poY§¢
½
¬­§n)© 
∀A ∈ T , |pi−1(A) ∩ Eω | =
∏
xi 6=q
λi.
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢
È¦ ªEÌ<ªE®q²H³C¦ ¨w¥§­®Êb»0ª
Eω
ªJ¨¾®»0¦0ª©A³C´¬H³§¨w¥§¦g®wª>f ³C°¾®±ªA´ªA¦g®Q©A³§¦0¦0ªEÀ8ªﬁ¹0»¤W§°w¥§¬0«>ª
W
¹>½Jº¦0­
¥§»ÕÅªJ´¸´ªQÜ8ÃØ×CÜ¶¬0¥%WCªÙ 	>²¹0³C¦g® ·¯ªA¨ ¨¾³C´¸´ªJ®±¨¨¾³C¦g®&·FªJ¨©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨f°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªJ¨&ªJ®&·¯ªA¨¥§°±©J¨
·FªJ¨&³C¬:½A°w¥M®wªA»>°±¨
ai
Ã
¤RªA»À ©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨¹>ª
Eω
³C¦g®·4¥ ´MÓJ´¸ª­F´¸¥%WCª¼¬¥§°
pi
¨±­ªE®¨±ªJ»0·FªJ´¸ªJ¦b®¨±­RªJ·F·¯ªA¨ﬀ©J³C°¡¿
°±ªJ¨±¬:³C¦0¹0ªJ¦g®Ç¥§» ´ÓA´ªﬁ½A·F½J´¸ªJ¦g®¶¹>»WC°¾³C»0¬:ª¹0»Ó¦>³C»ﬀcCªA¥§»´³¹0ÁA·¯ª§²Î©ﬂXÔªJ¨¾®¾¿baM¿.¹>­F°±ªﬁ¹>» WC°¾³C»0¬:ªﬁ¹0»
´¸¥§°±©d«0ªJ»0°iªA»0·¯½A°¾­FªA¦É¨¾»0°i·4¥Ç©q¥L°¾®wªLÃ ÕÅªA¨i°±ªJ·4¥L®±­F³C¦0¨¹0ª©Aª*WC°±³C»>¬HªQ¨¾³C¦g®·¯ªA¨i°±ªJ·4¥L®±­F³C¦>¨`Z
∀xi 6= q, a−∆
q
i,i
i =
∏
xj 6=xi,q
a
∆
q
i,j
j [Eq r
m
i ].

ªA¨¸°±ªJ·4¥L®±­F³C¦0¨¨¾³C¦g®¸®±³C»>®wªJ¨ﬀ­¯¦0¹0½A¬:ªA¦>¹¥§¦g®wªJ¨
e
det(∆q) > 0
jEÃ

³C´´¸ªÉ©AªJ¨ﬀ°¾ªA·4¥M®w­F³§¦0¨ﬁ¦0ªµ¨¾³C¦g®
cL¥§·4¥LÆ0·FªJ¨Q¬H³C»>°
Eω
Êb»0ª½A·FªgcC½JªA¨ aÉ·4¥¬0»>­F¨±¨±¥§¦0©Jª
λi
²Å³C¦ ªA¦Ó¹0½A¹>»0­¯®Êb»X ­F·+ ¥ÉÆ0­FªJ¦ ªOÀ>¥§©J®±ªA´ªA¦g®∏
xi 6=q λi
½J·F½J´¸ªJ¦b®±¨&¹0­F¨¡®w­¯¦0©J®±¨&¹0ª
Eω
¬0¥§°&©A·F¥§¨±¨¾ªQ¹XÔ½JÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦0©Jª¬:³C»0°·4¥Ç°±ªJ·4¥L®±­F³C¦ﬀ¹XÔ½JÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦0©Jª
­F¦>¹0»0­¯®±ªQ¬¥§°&·¯ªA¨
n
°±ªJ·4¥L®±­F³C¦0¨
[Eq rmi ]
Ã

: °  d
Ä¦Ç©A³§¦0¨±­¯¹0ÁA°¾ª ·Fªf´¸³¹0ÁA·¯ªf¬0¥§°yf{¥§­®wªJ´¸ªJ¦b®S¨y´½J®±°±­FÊb»0ª¹0ª·F¥ ­ W§»0°±ª ¾>Ã iR¬¥%WCªf©A­`¿.©A³§¦b®±°±ªLÃ§ÕÅªA¨ ¨±ªA»>­F·F¨
¹0ªJ¨¹0ªJ»8À ¨±³C´´ªJ®w¨0cL¥§·¯ªA¦g®
2
Ã R­¯¦0¨±­ ²
λ1 = λ2 = λ = 2
ÃÕ¥¼ºWC»0°±ª°¾ªA¬0°¾½A¨±ªJ¦g®wª»0¦ÓªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fª
Eω
²0©ﬂXÔªJ¨¾®¡¿(aM¿y¹0­F°¾ª»0¦0ªQ©J³C´¸¬:³C¨±¥§¦g®wª f ³C°¡®wªJ´¸ªJ¦b® ©A³C¦0¦>ªEÀ8ª¹0»LWC°w¥§¬>«0ª
W
¥§¨±¨¾³8©J­F½Q¥§»É´³8¹>ÁA·FªLÃ>ÕÅªJ¨
°±ªJ·4¥L®±­F³C¦>¨ ¬H³§»0°&·Fª0WC°¾³C»0¬:ª¹0»´³¹0ÁA·¯ª¨±³C¦g®*Z
a61 = a
4
2
ªJ®
a62 = a
4
1.
È·F·¯ªA¨(¨X ­F¦g®wªJ°±¬0°¾ÁJ®wªJ¦g®i¨±»0° ·F¥ S­ WC»0°¾ª ¾8Ã i¬0¥%WCªR¨¾»0­dcL¥§¦g®±ª¹0ªR·F¥¶´¸¥§¦0­¯ÁA°±ª¨±»>­dcL¥§¦g®wª  8¬¥§°¡®d¥§¦g® ¹_XÔ»0¦>ª
©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦Î²m®w³C»8®Ñ¬¥§°¾©A³C»>°±¨Ñ©J³C¦0¨¾®±­¯®±»0½ ¹0ª
6
¥§°±©J¨Ñ¦0³C­¯°±¨+a·YX ªA¦0¹0°¾³C­¯®SªJ®
4
¥§°±©J¨Ñ°±³C»ﬀWCªA¨Va·YX ªA¦,cCªJ°±¨
×8Ù 
^8ªJ©J®±­F³C¦
 , ﬀ Q J#	 $	ﬂg#J-ﬁ%y 0/ﬀ \ﬃ_'
τa = 2
τb = 2
1
1 1
1
11
1
1
1
1
11
1 1
1
1 1
11
1
1
11
1
1
11
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

	'¾>Ã i
 4
©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦>¨&¹0ª
Eω
¹0³C¦g®·YX ­F´¸¥%WCª¬¥§°
pi
ªA¨¡®·F¥Ç´MÓJ´¸ªLÃ
©A³§¦0¹0»0­®VaR·F¥©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦Ç¹0ª¹0½A¬¥L°¾®qÃ%U ¥§°S¨y´½J®w°¾­Fª ³§¦Ç¬HªJ»>®½J©d«¥§¦WCªJ°2¹ ¢_§oqn¹CªE® ¹ n)§r\µ-tk¹§¹¥§¦>¨
©AªE®±®±ª¶¥ ¸°¾´ﬀ¥M®w­F³§¦¬H³C»>°&³CÆ>®wªJ¦0­F°&·F¥Ç¹0ªA»À>­¯ÁA´ª°±ªA·F¥L®w­¯³C¦ÎÃ
×8Ù 	
 
	 ,_	bﬃ y 0	I_d .	bﬃ `/ gJ#{ﬃ#{0 ﬁ% 143+5
ÕÅªA¨½J·F½J´¸ªJ¦b®±¨¹0ª
Eω
Êb»0­:¹0³C¦0¦>ªA¦g® ·F¥´ÓA´ª­¯´ﬀ¥ﬂWCª&¬¥§°
pi
¨±³§¦b®f½AÊb»0­ªcL¥§·FªJ¦b®±¨¬¥L°f·XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fª
¹0ªJ¨°¾ªA·4¥M®w­F³§¦0¨QcL¥§·4¥LÆ0·FªJ¨ ¨±»0°i·¯ªQ´¸³¹0ÁA·¯ª¹0»¼´ﬀ¥L°±©d«0ªJ»0°iªA»0·¯½A°±­¯ªA¦É©A³§°±°±ªJ¨±¬:³C¦0¹¥L¦b®A²a¨±¥.cC³C­¯°0Z
a31 = a
2
2
ªJ®
a32 = a
2
1.
Ä¦ ¥¼ªJ¦b®±³C»0°¾½¹0¥§¦0¨¹0ªA»À ©q¥§¹0°¾ªA¨¦0³C­¯°±¨Q·¯ªA¨
4 = λ1 × λ2 ©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦0¨Q¹X »0¦0ª´ÓA´ªÇ©A·F¥§¨±¨¾ª
¬:³C»0°ﬀ©JªJ®¾®wª¢°¾ªA·4¥M®w­F³§¦ ¹X ½AÊb»0­ªc§¥L·FªA¦>©Aª§Ã Ä¦P¬HªJ»>®¬¥L¨±¨±ªJ°¹0ª¢·XÔ»>¦0ª a·XØ¥L»>®w°¾ªµ¬¥§°¸¹0ªA¨ﬀ¬¥§°±©J³C»0°¾¨
©A³§´¸¬0°¾ªA¦¥L¦b®±¨
3
¥L°±©A¨°±³C»W§ªA¨ÇªE®
2
¥§¦g®±­¿¥L°±©A¨¶¦0³C­¯°±¨ªE® L³§»
3
¥§°¾©A¨Ç¦>³C­F°¾¨ªJ®
2
¥§¦g®w­`¿¥§°¾©A¨°±³C»W§ªA¨
ªJ® L³C» tgpbmEÃ
Õ¥  ­dWC»0°±ªz¾8Ã h´¸³C¦g®±°±ª,Êb»XÔªJ¦ÇªJÌHªJ®A²m©AªA¨
4
©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦>¨Ë¹>³C¦0¦0ªJ¦b® ·Fª,´ÓA´ªf¥L°±Æ0°¾ªf©J³C»ﬀc°w¥§¦g®A²
©AªJ·F»0­Å©J³C¦0¨¡®w­¯®±»0½Q¹0ªJ¨¹0ªJ»8À¼¥§°¾ÁJ®±ªA¨·F­F½JªA¨i¥§»É¬0»>­¯®w¨JÃ 
2 2
τa = 2
τb = 2
11
11
1
1
11 0
0
0
0 0
0
 	¾>Ã h

Õ¥ﬁ¬0°±³mÐ¾ªA©J®±­F³C¦
pi
¥§¬0¬0·¯­FÊb»0½Jª¥§»8À
4
©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨&¬>°±½A©J½A¹0ªJ¦g®wªA¨JÃ
− o −
US³C»>°®wªA°¾´¸­¯¦0ªA°·YX ½J®±»0¹0ªÇ¹0ªﬁ©JªJ®¾®wªﬁ¬0°¾³MÐ¾ªA©E®w­F³§¦Î²<­¯·S¨¾ªA°w¥L­¯®Q¦0½J©AªJ¨±¨w¥L­F°±ªﬁ¹>ªﬁ°±ªWC¥§°±¹0ªJ°·FªJ¨´³8¹0­º>¿
©q¥M®w­F³§¦0¨­¯¦0¹0»0­®wªA¨¨±»0° ·¯ªA¨wW§°±³C»0¬:ªA¨i¥L¨±¨±¨¾³8©J­F½J¨AÃ Ä¦¨w¥L­¯® Êb»0ªQ©JªJ®¾®wªQ¬0°¾³MÐ¾ªA©E®w­F³§¦ªA¨¡®i»0¦  §n
»k-o­© t
£-t¼µ%n)§r»ktﬀ¹0»  	 cCªA°¾¨Ç·FªÊb»0³§®±­FªJ¦b®¶¹0ª¸©Aª W§°±³C»0¬:ª¬¥§°·FªA¨°±ªJ·4¥L®±­F³C¦>¨
e
[Eq rmi ]
jE²Ë·F»0­`¿.´ÓA´ª
o­©$§ §n
»kkt¥§»~WC°±³§»0¬Hª¹0» ®d¥L¨¹>ª¨±¥§Æ0·¯ª
e
³C» ¹0»Ó´¸¥§°¾©d«0ªA»0°ªJ»0·F½J°±­FªJ¦jEÃÕVX ½J®±»0¹0ª¬0·F»0¨Q¹>½J®d¥L­F·F·¯½Aª
¹0ª©Aª´³C°±¬>«0­F¨¾´¸ª©J³C¦0¨¡®w­¯®±»0ª»0¦0ª¥§»>®±°±ª¬0­¯¨¾®wªQ¹>ª°¾ªA©d«0ªJ°±©d«0ª¶¬H³§¨±¨±­¯Æ0·FªLÃ
¤Rª¼´MÓJ´¸ªL²Ñ³C¦Ï¬HªJ»>®½J®±»0¹0­FªJ°¹0ªÉ´ﬀ¥§¦>­FÁA°¾ª¬0·¯»0¨8WC½A¦0½J°w¥§·¯ª·FªJ¨¬>°±³MÐ¾ªJ©J®w­¯³C¦0¨ﬁ­¯¦b®±ªA°¾´¸½J¹0­4¥§­¯°±ªJ¨A²
©%X ªA¨¡®¾¿baM¿.¹0­¯°±ªQ¨¾»0°i·FªA¨i´³8¹>ÁA·FªJ¨ Mτq ′ = (M, q, τ ′)
²>®±ªA·¯¨&Ê»>ª2Z
∀xi 6= q, τ ′i |τi.
×C× 
^8ªJ©J®w­¯³C¦
 , -V   L) / $ﬃy 
¤Rª·4¥´ÓA´ª´ﬀ¥§¦>­FÁA°¾ª§²H»0¦0ª©A·4¥L¨±¨±ª
Eω
¹0»Ó´³¹0ÁA·¯ªÇ­F¦0­®w­F¥§·S¨¾ª¸¬>°±³MÐ¾ªE®±®wª¨±»>°»>¦0ª¸©J·4¥§¨¾¨±ª
E ′ω
¹0»
´³8¹0ÁJ·Fª&®w°±¥§¦0¨{f ³C°±´½§Ã

ªR¬>°±³CÆ0·¯ÁA´ªi¬¥§°w¥ŁF®(°±ªJ·4¥L®±­dcCªJ´¸ªJ¦g®f¨¾­F´­F·F¥§­F°¾ª!a¶©JªA·F»>­:¹>ªR·4¥¬0°¾³MÐ¾ªA©E®w­F³§¦ﬀ¨±»>°
·FªQ´³¹0ÁA·¯ª¹0»¼´ﬀ¥§°¾©d«0ªA»>°ªJ»0·F½J°±­¯ªA¦ÎÃ
− o −
27	 
 DT; 
 SPK @H SwDK
Pv Pv{x 
 -Î->*>3>/:*-3-0*z -,/Î-ﬀ8**
^8­b³C¦©A³C¦0¨¾­F¹0ÁJ°±ª,»0¦¶´¸³¹0ÁA·¯ª ÂÁJ©d«0ªE¿y«¥§»>®±ªA»0° Mτq
ªE®Ë·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ª,¹0ª®w³C»>®±ªA¨Ë¨±ªJ¨S©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨
°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ªA¨ E ²§³C¦¬:ªA»>®,¹0½Eº¦0­¯°»0¦¦0³C»ﬀc§ªA·ªA¦>¨±ªA´Æ0·Fªi¹X ³C¬:½A°w¥M®wªA»>°±¨,¥%WC­¯¨±¨±¥§¦g®,¨±»0° E ²§Êb»0­¬:ªA°¾´¸ªE®
¹0ª¬¥§¨¾¨±ªJ°¹X »0¦0ª©J·4¥§¨¾¨±ª
Eω
aﬁ»0¦>ª¥§»8®w°±ªLÃ
^8­
ϕ
ªA¨¾®»0¦0ª©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦¸¹0ª E ²bªJ®¨±­ xi ªJ¨¾®»0¦¨±³C´´ªJ®f°±½W§»0·F­¯ªA°A²b³C¦¸¹0½Jº0¦0­¯®·YX ³C¬H½J°w¥L®±ªA»0°
fi
®wªJ·ÑÊb»0ª
ϕ′ = fi ϕ
¨¾­
ϕ′
ªJ¨¾®Q³§Æ>®wªJ¦»>ª8a¬¥§°¾®±­F°¹0ª
ϕ
ªA¦¢®±³C»0°¾¦¥§¦g®·4¥Â=ÓA©d«0ªªJ¦
xi
»0¦0ª¼f ³C­¯¨A²
ªA¦P¥mÐ¾³C»>®w¥§¦g®»0¦W§°w¥§­¯¦¨¾»0°ﬀ·¯ªµ¨±³§´¸´ªJ®¬:³C­F¦g®w½¼¬¥§°¸©AªE®±®wª¦0³C»ﬀc§ªA·¯·FªÂ0ÁA©d«0ªL²ªJ®ﬀªA¦PªEÌ<ªJ©J®±»¥§¦g®
½Jc§ªA¦g®w»>ªA·F·¯ªA´ªA¦g® ·F¥°¾ªA·F¥MÀ>¥L®w­¯³C¦ÎÃ R»8®w°±ªJ´¸ªJ¦g® ¹0­®q²g¨±­
ϕ = (ω, h)
²bªE® ¨±­:³C¦¸¬H³C¨¾ª
ϕ′′ = (ω′′, h′′)
®wªA·
Êb»0ª Z
∀xj 6= xi, q, ω′′j = ωj,
ω′′i = σ(ωi),
h′′ = h + send(ω′′i ),
¥§·¯³C°±¨
ϕ′ = ai ϕ′′
ÃÕÅª·FªJ´¸´ª¨±»>­dcL¥§¦g®ªA¨¾®i®±°±­dc­F¥§·Z
ﬃ   ³§oqp
xi
rs¢4©$§  tgpzn)lYµ%r-¬ oYtgn
¶
©go
ϕ
tﬃ©gp n)lﬃmgr-nnﬃtg¢kpbt
¶
 %¬­§n)©
fi ϕ
tﬃ©gpnﬃlﬃmgr-nn)tg¢kp(t
½
 l §¢ﬀ©gpny %poY§¢# .·:¨±»® ¹_XØ¥§¬>¬0·F­¯Ê»>ªA°(·Fªi©A°¾­¯®wÁJ°±ª¹0ªR¤«¥§°QW§½A¦0½J°w¥§·¯­F¨±½ a·4¥©A³C¦>ºWC»0°w¥M®w­F³§¦
fi ϕ
Ã

: °  
Ä¦°±ªJ¬0°±ªJ¦0¹·XØÈ À8ªA´¬0·¯ªQÜ8Ã ¾Ç¬¥%WCªÙ 	\iªE®i·4¥©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦°¾½A©J»0°±°¾ªA¦g®wª¹0ª0Wg¥L»0©d«0ªQ¹0ªQ·F¥  ­ W§»0°±ª
Ü8Ã 	>Ã
τa = 2
τb = 2
fa fb
0
0
1
1
1
1ϕ0
ϕ1
ϕ2
ϕ3

	¾>ÃØÜ

Ä¬:½A°±¥L®wªJ»0°±¨
fa
ªJ®
fb
Ã
×C×8Ù
 
	 ,_	bﬃ y 0	I_d .	bﬃ `/ gJ#{ﬃ#{0 ﬁ% 143+5
Õ¥  ­ W§»0°±ª2¾>ÃØÜ´¸³§¦b®±°±ª¸·YXÔ¥§©J®±­F³C¦ ¹0ªA¨¹0ªA»8ÀÒ³C¬:½A°w¥M®wªA»>°±¨
fa
ªJ®
fb
¨¾»0°©JªJ®±®±ª©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w­¯³C¦ÎÃ

³C´´¸ª
pgcd(τa, da) > 1
²>·YX ³C¬H½J°w¥L®±ªA»0°
fa
­¯´¸¬0·¯­FÊb»0ª»>¦©d«¥L¦WCªA´ªA¦g®¹0ª©A·F¥§¨±¨¾ª¹XÔ½JÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦0©Jª
¬¥§° Â0ÁA©d«0ªLÃ 
Ä¦µ¥ﬁ¹0ªJ¨i°±ªA·F¥L®w­¯³C¦0¨®±°±ÁJ¨¨¾­F´¬0·FªJ¨ ªA¦g®w°¾ª¶·¯ªA¨&³C¬:½A°±¥L®wªJ»0°±¨
ai
ªJ®·FªJ¨&¦0³C»ﬀc§ªq¥§»À¼³C¬H½J°w¥L®±ªA»0°¾¨
fi
Z
∀xi 6= q, fτii = aτii .

ªA¨Q°¾ªA·F¥L®w­¯³C¦0¨R¨¾³C¦g®¥§»0¨¾¨±­cL¥§·¯­F¹0ªJ¨RÊb»¥§¦0¹ ³§¦ f{¥§­¯®¥%WC­F°©AªJ¨Q³C¬H½J°w¥L®±ªA»0°¾¨¨±»>°Q¹0ªA¨Q©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±­F³C¦0¨
¬:³C¨±­®w­dc§ªA¨ÅÊb»0ªJ·F©A³§¦0Êb»0ªA¨JÃ§¤Rª,¬0·¯»0¨A²AªA·F·¯ªA¨Å­¯´¸¬0·¯­FÊb»0ªJ¦b®<·Fª+f{¥§­®ÅÊb»0ª,·FªJ¨Ë³§¬H½J°w¥L®±ªA»0°¾¨
fi
¨¾³C¦g®S­¯¦,cCªA°¾¨±­¯Æ0·FªJ¨
Êb»¥§¦0¹ ­¯·F¨R¥%WC­F¨¾¨±ªJ¦b®¨±»0° E Ã R­¯¦0¨±­ ²H·¯ªA¨³C¬:½A°±¥L®wªJ»0°±¨ fi f ³§°±´ªA¦g®»0¦ ¥§»8®w°±ª µ%n)§r»kt8 ,«glg¬ oYtg¢Ó¨¾»0°·Fª
´³8¹0ÁJ·FªÊb»X ­F·Å¨¾ªA°±¥§­¯®i­¯¦b®±½A°¾ªA¨±¨±¥§¦g®¹XÔ½E®w»0¹>­FªA°JÃ
×C×C×
  	

:lcadai]Slqj.}`eY_¸]RZj¡]AY_lAÅc¡]A_be

_be]R\baO]dnmaw_¸Y_]Y}`el awj

lq}`e¶Y_b_gY¶Y_Ç.\bav]A}Y~	lAmlqugj\]A_be

_beawawj._gYﬀÇY_¸]A_ﬁ\blqugjOW
ﬁﬃﬂ !"ﬂ$#%'&()#+*-,
¤¥§¦0¨©JªJ®±®±ª®w«0ÁJ¨±ªL²¦0³C»0¨ﬁ¦0³§»0¨ﬁ¨±³C´´ªA¨ﬁ­F¦g®±½A°±ªJ¨±¨¾½A¨ a¢¹0ªA»ÀÏ´¸³¹0ÁJ·FªA¨¹0­F¨¾©A°±ªE®w¨J²Ñ¹0³C¦g®¦0³C»>¨
¥.cC³C¦>¨Q½J®w»>¹0­F½Ç·¯ªA¨¬>°±³C¬0°¾­F½E®w½A¨R¹ﬀ¦¥§´­FÊb»0ªA¨RªJ®Q©J³C´ÇÆ0­¯¦¥L®w³§­F°±ªJ¨AÃHÕÅªA¨¨{8¨¡®wÁJ´¸ªJ¨¹s8¦0¥§´¸­¯Êb»0ªA¨¹>­F¨¡¿
©A°¾ªJ®±¨Ë¨¾»0¨±©J­¯®±ªA¦g®Ë»0¦¶­¯¦g®w½A°­ÓJ®IWC°±¥§¦0¹0­¯¨±¨±¥§¦g®q²q¹¥L¦0¨Å·4¥ ´ªA¨¾»0°±ª,³\[­F·¯¨Î©q¥L©d«0ªA¦g®Ë¨±³C»scCªA¦g®S»0¦0ª`mﬃ§ »'¬­ty·\oqpbl
­F´¬:³C°¾®w¥§¦g®wª¹¥§¦0¨ ·¯ªA»0°f©A³C´¬:³C°¾®±ªA´ªA¦g® Êb»0­H©A³C¦g®w°±¥§¨¾®±ª¥.cCªA©Q·F¥8©go  »'¬ oYmgoqpbl¹>ªA¨&°±ÁJWC·FªJ¨Êb»0­H·FªA¨°±½E¿
WC­¯¨±¨±ªJ¦g®qÃ fªq¥§»0©J³C»0¬ ªJ¨±¬:ÁA°±ªJ¦g®0 c§³C­F°¹0ªA¨´³¹0ÁA·¯ªA¨¬H³C»>°R¹0ªÇ¦>³C´ÇÆ0°¾ªA»8Àµ¬0«0½J¦0³C´ÁA´ªA¨¦¥M®w»0°¾ªA·F¨
ªJ® ·FªA¨¬0°±ªJ´¸­¯ªA°±¨f°±½J¨±»0·®d¥L®±¨ ¦0³C»0¨&­¯¦0©A·¯­F¦0ªJ¦g®waÇ·XÔ³C¬8®w­F´­F¨¾´¸ªLÃgÕÅªQ¬0°±ªJ´¸­¯ªA°f´¸³¹0ÁA·¯ªÊb»0ªQ¦>³C»0¨&¥.cC³§¦0¨
½J®±»0¹0­¯½¹¥§¦0¨©AªJ®¾®wªﬀ®±«0ÁA¨¾ªÉ¥Ð¾³C»0½ﬀ»0¦Ò° §·Fªﬀ´³§®±ªA»0°J²S¨¾­©Aªﬀ¦XÔªJ¨¾®´¸¥mÐ¾ªA»>°A²Ë¹¥§¦0¨Ç©Jª´³C»ﬀcCªJ´¸ªJ¦g®
­F¦g®±ªA·F·¯ªA©E®w»0ªJ·ÍÃ .·¨XÔ¥%WC­¯®¹>» ´³¹0ÁA·¯ª¹0»®d¥§¨¹0ªÉ¨w¥LÆ0·FªÊb»0­i¥ ½J®±½É¹0½A©J³C»ﬀcCªJ°¾®¸¬¥§°  ¥ﬂ:² @S¥§¦W ªE®
. ­FªJ¨±ªJ¦ﬀf ªA·¯¹ªA¦¢Ù 	gÛÖ iLÚ Ã8¤¥§¦0¨f¨w¥>f ³C°¾´¸ª³C°¾­ WC­¯¦0ªA·¯·Fª§²L­F· °±ªJ¨¾®±ªR»0¦¨¾»MÐ¾ªJ®¹X ½J®w»>¹0ª­F´¬:³C°¾®w¥§¦g®f¬:³C»0°
®w³§»>®wª»>¦0ª©A³C´´Ç»0¦0¥§»>®w½ﬀ¨±©A­¯ªA¦g®w­ºÊb»0ª§² ¬0°±­¯¦0©A­¯¬¥§·FªJ´¸ªJ¦g®¬0«,¨±­¯©A­¯ªA¦0¦0ªL²©q¥§°¬HªJ» ¹>ª¨±ªJ¨¨¾ªA©J°±ªJ®±¨
³C¦g®½J®±½¬:ªA°¾©A½J¨AÃ
− o −

ªJ®¾®wª®±«0ÁA¨¾ª¥¬HªJ°±´­F¨,¹X ½J®±ªA¦0¹0°¾ªR·F¥©J³C´¬0°±½J«0ªA¦0¨¾­F³C¦¸¹0ª©Aª´¸³¹0ÁA·¯ª§ÃgÈ¦¨¾ª¬>·4¥  A¥§¦g®f¹0¥§¦0¨(»0¦
©q¥L¹0°±ª&¬0·¯»0¨+WC½J¦0½A°±¥§·Í²L©AªJ·F»0­8¹0ªA¨zWC°±¥§¬0«0ªJ¨©A³C¦0¦>ªEÀ8ªA¨,Êb»0ªA·¯©A³C¦>Ê»>ªA¨A²g¦>³C»0¨,¥.cC³C¦>¨(°¾½A¨¾³C·F»ﬁ·¯ª ¬0°±³§Æ0·FÁJ´¸ª
¹0ª·4¥ﬁ¹0­¯¨¾®w°¾­FÆ0»8®w­F³§¦¼¹>ªA¨¥$cL¥§·F¥§¦0©d«0ªJ¨¬:³C»0°i¬0·¯»0¨±­¯ªA»0°¾¨!f{¥§´¸­¯·F·¯ªA¨ ¹0ª*WC°±¥§¬0«0ªJ¨Ö 8²H×C×8²:× >²ÅÙmÛMÚ Ã ³C»>¨
¥.cC³C¦>¨­F¦g®w°¾³8¹0»>­¯®Ë»0¦ﬁ©q¥L¹0°±ª ¬>°±½A©J­F¨ÑªE®Ñ°¾­ WC³C»>°±ªA»À<²L·FªJ¨ ¬:³C·d¦  C´ªA¨S¹XÔ¥$cL¥§·F¥§¦0©d«0ªJ¨A²L¬H³C»>° ¹0½E®wªA°¾´¸­¯¦0ªA°
·FªJ¨¹0­F¨¡®w°¾­FÆ0»>®±­F³C¦>¨Ñ¹XÔ¥$cL¥§·F¥§¦0©d«0ªJ¨f¬:³C»0°·F¥ f{¥§´­F·F·¯ªf¹>ªA¨f¥§°±Æ0°¾ªA¨J²g¹0ªA¨(©J©A·¯ªA¨J²g¹0ªA¨WC°w¥L¬0«0ªA¨,©J³C´¸¬>·FªJ®±¨A²
ªJ®É¬:³C»0°¹>ªA¨@f{¥§´­F·F·¯ªA¨¬0·¯»0¨©A³C´¬0·¯ªEÀ8ªA¨©J³C´¸´ª¢©JªA·F·¯ªA¨¹0ªJ¨LWC°w¥§¬>«0ªA¨¨¾»0©AªE®±®wªJ¨³§» ¹>ªA¨É°±³C»>ªA¨AÃ
È¦ ³§»>®w°¾ª§²&·FªJ¨´¸½E®w«0³¹0ªJ¨¼ªJ´¸¬>·F³$C½JªA¨A²&¹>ª ®b¬:ªÓ©J³C´ÇÆ0­¯¦¥L®±³C­F°¾ª§²(³C¦g®¬0¥§°yf ³C­¯¨°±½gcC½A·¯½ ¹0ªA¨É·F­¯ªA¦0¨
¨¾®±°±»0©E®w»0°±¥§»8ÀªJ¦g®w°±ª&©JªA°¡®d¥§­¯¦0¨³CÆÐ¾ªE®w¨Êb»0­ªA¦ªJ»8Àb¿.´ÓA´ªA¨©A³§¦0¨¾®±­¯®w»>ªA¦g®,¹0ªA¨°¾½A¨¾»0·¯®w¥L®w¨­¯¦b®±½A°¾ªA¨±¨±¥§¦g®w¨JÃ

ªJ®¾®wª®w«0ÁJ¨±ª¸¥¥§»>¨±¨±­¬:ªA°¾´¸­¯¨Q¹0ª°±½J¬H³C¦>¹0°±ª2a¹0ªA¨Êb»0ªA¨¡®w­F³§¦0¨¶©J³C¦0©JªA°±¦0¥§¦g®·¯ªA¨¥§¨¾¬HªJ©J®w¨¶¥§·dWC½E¿
Æ0°¾­FÊb»0ªA¨S¹0»Ç´³8¹>ÁA·FªL²ZªJ® ªA¦Ç¬¥L°¾®w­¯©A»0·¯­FªJ°Å¨w¥R¨¡®w°±»>©J®w»>°±ª ¹0ª WC°±³§»0¬Hªf¥§Æ:½A·¯­FªA¦<Ã  ®w°±¥.cCªA°¾¨Ñ·YX ªEÀ8ªJ´¸¬0·¯ª,¹0»
WC°¾³C»0¬:ªR¹0­¯½A¹0°±¥§·Í²g¦0³§»0¨ ¥.cC³§¦0¨ ´³C¦g®w°±½Êb»X ­F·:¦X ¸¥¬0¥§¨¹0ª·F­¯ªA¦0¨(ªA¦g®w°¾ªR·¯ª WC°¾³C»0¬:ªR¹0»¸®d¥§¨f¹0ªR¨±¥§Æ0·Fª
¨±»>°»0¦ WC°w¥L¬0«0ª ¹0³§¦0¦0½&ªJ®Ñ·4¥R¨¡®w°±»>©J®w»>°±ªi¥§·dWC½AÆ0°¾­FÊb»0ªfÊ»>ª&¬HªJ»>®,°±ªJ¬0°±½J¨±ªA¦g®±ªA°,©Aª!WC°±¥§¬0«0ªªA¦ﬁÊb»0ªA¨¡®w­¯³C¦
Ö`Ù LÚ ÃÈ¦³C»8®w°±ªL²0©AªE®ªEÀ8ªA´¬0·FªQ­¯·F·¯»0¨¾®±°±ªR·¯ªA¨&¹0­ ©A»0·®w½A¨ ®±ªA©d«0¦>­FÊb»0ªA¨·F­¯½AªJ¨Pa·F¥Ç°±ªJ©d«0ªA°¾©d«0ª¶¨{¨¾®w½J´ﬀ¥m¿
®w­¯Êb»0ª¹0ª·4¥ﬁ¨¾®±°±»0©E®w»0°¾ª¶¹0»BWC°¾³C»0¬:ªQ¹0»®w¥§¨&¹0ª¨w¥§Æ0·¯ªQ¬H³§»0°i»0¦0ª0f{¥§´­F·F·¯ª¹>ª>WC°±¥§¬0«0ªJ¨iÊ»>ªA·F©J³C¦0Êb»0ªLÃ
¤Rª¬0·F»>¨A²0¦0³§»0¨R¥.c§³C¦0¨¥§»0¨±¨¾­¬0°±³C¬:³C¨¾½Êb»0ªJ·FÊb»0ªJ¨°¾½A¨±»>·¯®d¥M®w¨i¬¥§°¡®w­FªJ·F¨&ªE®¹>ª¦>³C»ﬀcCªJ·F·¯ªA¨i©A³C¦mÐ¾ªA©J®±»0°±ªJ¨
¬:³C»0° ·¯ª©q¥§·¯©A»0·H¹0ªQ·YX ­F¹>ªA¦g®w­®w½¨±»0°&·F¥¼WC°±­¯·F·¯ªÖ`Ù 	LÚ Ã ³C»0¨i¥.cC³C¦>¨&¬0°±³C¬:³C¨¾½Q¹0ªA¨&¬0°¾³CÆ0·¯ÁA´ªA¨ ¨¾­F´­F·4¥L­F°±ªJ¨
×C×%i
 # 
ﬁ% y
¹0³C¦g®·4¥É°±½A¨¾³C·F»8®w­F³§¦ ªE®Ç·XÔ½E®w»0¹0ª¬¥§°±¥§­F¨¾¨±ªJ¦b®¬0·F»>¨¶¨¾­F´¬0·FªJ¨AÃIU ¥L¨±¨±ªJ°Ç¬¥§°©AªJ¨¬0°¾³CÆ0·¯ÁA´ªA¨¶¥§¦0¦0ªOÀ>ªJ¨
¦0³C»>¨f¬¥L°w¥ﬂŁ¯®,»0¦0ªÆH³C¦>¦0ª´½J®±«0³¹0ªi¬H³C»>°(¨JXØ¥M®±®d¥LÊ»>ªA° a®wªJ°±´ª¥§»¸¬>°±³CÆ0·¯ÁA´ªi¹0ª·XÔ­¯¹0ªA¦g®±­¯®w½LÃgÈ¦>º¦Î²
¦0³C»>¨f¥.c§³C¦0¨(¥§»0¨¾¨±­ ©A³C¦>¨±­F¹>½A°±½i·¯ª ´¸³¹0ÁJ·Fª ¨±¥§¦0¨(¬0»0­¯®±¨AÃ¬0°±ÁJ¨,·YXÔ¥$c§³C­F° °±­ W§³C»0°±ªJ»0¨±ªJ´¸ªJ¦g®f¹>½Jº¦0­ ²C¦0³C»>¨
¥.cC³C¦>¨´³C¦g®w°¾½©A³C´´ªA¦g®ﬁ·Fª¬>°±³CÆ0·¯ÁA´ª¹0»Ï´³§®ﬁ¨±»>°ﬁ·Fª@WC°¾³C»0¬:ª­F¦>º¦>­fº¦0­¯´¸ªJ¦g®8WC½A¦0½J°±½¹0ªÉ©Jª
´³8¹0ÁJ·Fª¨¾ª¶°¾½A¨¾³C»>®i®w°¾­dc­4¥§·¯ªA´ªA¦g®qÃ
− o −
Õ¥ﬀ¹0ªA»À>­¯ÁA´ª¬¥L°¾®w­¯ª¶¹>ª©AªE®±®±ª®w«0ÁJ¨±ªÇªJ¨¾®R©A³C¦0¨±¥§©A°¾½Aªﬁ¥L»¢´¸³¹0ÁJ·FªQÂÁA©d«>ªE¿.«0¥§»>®wªJ»0°A²<ÆHªA¥§»0©A³§»0¬
¬0·¯»0¨°¾½A©JªA¦g®ÖÔÜC×MÚ ²:´¸¥§­¯¨­¯¨±¨¾»µ¹0»¢¬>°±ªA´­FªJ°AÃ:È¦µªEÌ<ªE®q²:­F·ªA¦¢©J³C¦0¨¡®w­¯®±»0ª»0¦0ª¼W§½A¦0½J°w¥§·¯­F¨w¥M®w­F³§¦ÎÃ R·¯³C°±¨
Êb»0ª ¨±ªJ»0·FªJ¨·FªJ¨¬0°¾³CÆ0·F½J´ﬀ¥M®w­FÊb»0ªJ¨ X ¬0«,¨±­¯©A­FªJ¦0¦0ªJ¨X²&©%X ªA¨¾®¡¿(aM¿y¹0­F°¾ªµ©J³C¦0©AªJ°±¦¥L¦b®É¬>°±­F¦>©A­F¬0¥§·FªJ´¸ªJ¦b®¸·4¥
¹0­¯¨¾®w°¾­FÆ0»8®w­F³§¦ﬀ¹0ªJ¨i¥$cL¥§·F¥§¦0©d«0ªJ¨&¨±»0°&·¯ªR´³8¹>ÁA·FªL²8©J³C¦0¦¥L­F¨±¨±¥§­FªJ¦g®&¹0ªA¨&°¾½A¨¾»0·¯®w¥L®w¨J²0­F·:¦X ªEÀ8­F¨¡®d¥§­®&¬¥§¨ ¹>ª
®w«>½A³C°¾­Fª0WC½J¦0½A°±¥§·Fª¨±»>°·¯ªA¨&ªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·FªJ¨¹>ª©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±­F³C¦>¨&©A³C´´¸ªQ·¯ªQ´¸³¹0ÁJ·FªQ¹0»É®d¥§¨&¹>ª¶¨±¥§Æ0·FªQªJ¦
¬0°¾³C¬H³§¨±ª§ÃﬀU°±­Fª 

J«0ªJc:²0¤«¥§° ªE®&¥§· Ã³§¦b®©AªJ¬HªJ¦0¹¥§¦g®i¹0³C¦>¦0½R¹¥L¦0¨QÖÔÜC×MÚH·FªA¨f¬0°±½J´¸­¯©AªJ¨¹X »0¦0ªR®±«0½A³§°±­Fª
¬:³C»0°»0¦¥§»>®±°±ª¸©q¥§¨¶¬¥§°¾®±­F©J»0·F­¯ªA°®w°¾ÁA¨¶­F¦g®w½J°±ªA¨¾¨w¥§¦g®A²Ñ¥§¬0¬:ªA·¯½¸´³¹0ÁA·¯ª¹>»Ò´ﬀ¥L°±©d«0ªJ»0°ªJ»0·F½J°±­FªJ¦ÎÃËÕ¥
¹0ªJ»8À8­FÁA´ª&¬¥§°¡®w­¯ª&¹0ª&©AªE®±®wªi®w«>ÁA¨±ªiªJ¨¾®(©A³C¦>¨w¥§©J°±½Aª a·4¥¬>°±½A¨¾ªA¦g®d¥M®w­F³§¦¸¹X »0¦0ª&®±«0½A³C°¾­Fª!WC½J¦0½A°±¥§·Fª&¬:³C»0°
·FªQ´³¹0ÁA·¯ª¹¥§¦0¨i¨¾³C¦­¯¦g®w½W§°w¥§·¯­¯®w½ÖØ×ÙAÚÍÃ
È¦¬¥§°¾®±­F©J»0·F­¯ªA°A²©JªJ®±®±ªﬀ®w«>½A³C°¾­Fªﬀ©J³C¦0©JªA°±¦>ªÉ¥§»0¨±¨¾­ Æ0­¯ªA¦Ò·¯ªA¨Ç¥L¨±¬:ªA©J®±¨ﬁ¹ﬀ¦¥§´­FÊb»0ªJ¨Ç¹0»´³8¹0ÁJ·Fª
e
©g©A·Fª¹0ª c§ªA©J®±ªA»0°¾¨¹X ½AÆ:³C»0·¯ªA´ªA¦g®w¨J²Î®w°¾ªA­F·¯·F­¯¨R¹0ª·4¥°¾ªA·4¥mÀ0¥M®w­F³§¦Î²<¨¾½AÊb»0ªA¦>©AªA¨¹XÔ³§¬H½J°w¥L®±­F³C¦0¨J²Å¥§·dWC³L¿
°±­®w«0´ª®w«>ªA°±´­FÊb»0ªL²ÅÃ¯ÃÃ j&Êb»0ª·FªJ¨R¥L¨±¬:ªA©J®±¨©J³C´ÇÆ0­¯¦¥L®±³C­F°¾ªA¨A²>Ê»_XÔ­¯·F¨&¨±³§­FªA¦g®¬0·¯»>®  §®¹0ªQ®b¬:ª½A¦b»0´½E¿
°w¥M®w­df
e
¹0­Ì<½J°±ªA¦g®±ªA¨Q°±ªJ·4¥L®±­F³C¦>¨¹X ½AÊb»0­ªcL¥§·FªJ¦0©AªÇªE®®d¥L­F·F·¯ªQ¹0ªﬁ·FªJ»0°±¨©A·F¥§¨±¨¾ªA¨Q°±ªJ¨±¬:ªA©E®w­dc§ªA¨)jR³C» ¹0ª®b¬:ª
¥§·dWC½AÆ0°¾­FÊb»0ª
e
¨¾®w°¾»0©J®±»0°±ª¹0ªWC°¾³C»0¬:ª§²ªOÀ8®±ªA¦0¨¾­F³C¦¼¹0ª·YXÔ¥§¹0¹>­¯®w­¯³C¦Î²´¸³§°±¬0«0­¯¨±´ªA¨&¹0ªWC°¾³C»0¬:ªA¨J²ÅÃ¯ÃÃ jOÃ
^8»0­®wªBa ©Aª®w°±¥$cL¥§­¯·Í²Ë»0¦0ªÉ®w«0½J³C°±­¯ª°±ªJ·4¥L®±­dcCªJ´¸ªJ¦g®ﬁ©A³C´¬0·¯ÁJ®wª¹>»´³8¹>ÁA·Fªﬀ¨±ªÉ¬0°±³Lº·FªL²ÑªJ®¦0³C»>¨
¬:³C»ﬀcC³§¦0¨¸©J³C¦0¨¾­F¹0½J°±ªA°¸¥.cC³C­¯°ﬀ¥M®±®wªJ­F¦g®»0¦0ª©AªJ°¾®d¥L­F¦0ª mﬃ§ »'n)lﬃktg¢ﬀ©goY§¢P¹0ª¼¦0³C´ÇÆ>°±ªA»À¥§¨±¬:ªA©E®w¨¹0»
´³8¹0ÁJ·FªLÃ ½A¥§¦0´³C­F¦>¨A²»>¦0ª f ³C»0·¯ª¢¹0ª ¬0°¾³CÆ0·FÁJ´¸ªJ¨¥§»8À8­¯·F­4¥L­F°±ªJ¨¸ªE®É¬0­F¨¡®wªJ¨¼¹>ª °±ªA©d«>ªA°±©d«>ªÓ¨¾ª ¬>°±½E¿
¨±ªJ¦g®wªA¦g®Q¦0¥L®w»0°¾ªA·¯·FªA´ªA¦g®AÃHÈ¦¢¬0¥§°¾®±­F©A»>·F­FªJ°A²0­¯·©A³C¦,c­FªJ¦b®R¹XÔ¥§¬0¬0°¾³%f ³C¦0¹0­¯°·¯ªA¨·F­¯ªA¦0¨¹0»¢´³8¹>ÁA·Fª¥.cCªJ©
¨w¥*cCªA°¾¨±­¯³C¦¹0­®wª
λ
¿.¦>³C°±´¸¥§·F­¯¨±½Jª§²C¹X ªA¨¾¨w¥.CªJ°i¹0ª®±°±³C»ﬀc§ªA° ¹>ªA¨ Æ0­Ð¾ªA©E®w­F³§¦0¨f¦0¥L®w»0°¾ªA·¯·FªA¨f¥.cCªJ©·FªJ¨ ¥§°¾Æ0°±ªJ¨
©A³§»ﬀc°w¥§¦g®w¨¹¥§¦0¨f·Fª©q¥§¨
λ = 1
²b¹X ½J®±»0¹0­FªJ°·¯ª©J³C´¸¬:³C°¡®wªA´ªA¦g®f¹0ªA¨f³C¬:½A°w¥M®wªA»>°±¨®±°w¥§¦0¨{cCªJ°±¨w¥L»8ÀH²Ttgp(mEÃ
È¦>º¦Î²g·¯ª ¬0°¾³CÆ0·FÁJ´¸ªf°±½J©A»0°¾°±ªA¦g®(¹0ªi·4¥¹0­F¨¡®w°±­¯Æ0»>®±­F³C¦Ç¹>ªA¨,¥.cL¥§·4¥§¦>©d«0ªA¨°¾ªA¨¾®±ªi¬HªJ»>®¾¿ ÓJ®w°¾ª&·4¥R¬>°±­F¦>©A­F¬0¥§·Fª
´³§®w­ªc§¥M®w­F³§¦ﬀ¬:³C»0°i·YX ½J®±»0¹0ªQ¹0»¼´¸³¹0ÁJ·Fª§Ã
− o −
×C×ﬂh
  
	
  	


 	
 





$&%(')'ﬃ*,+.-0/
T82 ¶NF@CBED¯6>7:GY6?A<?JNﬁNMBYI =HD"#g@ FNL7HKmN 2Q2R22Q2222Q2R22Q222Q22Å8bU
o§W bWYX faw}]A.`lq_bc(ezdLugYnq]A}`aw_bda WiW&WiWW&WiW&WiW&WiWiW&WW&WiW&WiWiW&WiW&WrZrZp
o§W bWsr faw}]A.`lq_bc(elqjeCjaiaw.jawY}Y}Y`c WiWW&WiW&WiW&WiWiW&WW&WiW&WiWiW&WiW&WrZrZ
T821 ?A68=HNMG 2Q22R2Q222Q222R2Q222Q222Q2R22Q2222Q2R22Q222Q22Å!ﬂ8
o§WsVCWYX hﬀlq_bl egadc(awZjlqugv0adcÒWiW&WiW&WiWW&WiW&WiW&WiWiW&WW&WiW&WiWiW&WiW&WrZŁZr
o§WsVCWsr  jlqugv>adc(]A|0zw}Y`aw_bc b_g`c W&WiW&WiWW&WiW&WiW&WiWiW&WW&WiW&WiWiW&WiW&WrZŁZV
T82`U ?A@gHNMG<@b=:BO6 ¼@CBONMGNMBKm@g?JBONMG 2Q222Q2R22Q2222Q2R22Q222Q22Å!ﬂ0T
o§WspCWYX  j¡]Avg\badc WiW&WiW&WWiW&WiW&WiW&WiWW&WiW&WiW&WiWiW&WW&WiW&WiWiW&WiW&WrZŁmo
o§WspCWsr

uglq~]Aadc(aw.j¡]A_bc¡eCubwawugjcÓWiWW&WiW&WiW&WiWiW&WW&WiW&WiWiW&WiW&WrAbX
o§WspCWsŁ [Ñ]Aj.adcfdlq~|gY_]AlqYjadcﬀWiW&WiW&WiWW&WiW&WiW&WiWiW&WW&WiW&WiWiW&WiW&WrAZ
T82FT 0IL?ADFNLG;I§7:IL?J@CBO?qDFKmNMG2Q222R2Q222Q222Q2R22Q2222Q2R22Q222Q22ÅT
o§W o§WYX t§zwj.`adc(mzw_bzwj¡]A.j.`dadc(lqjeCY_]AYjadc WW&WiW&WiW&WiWiW&WW&WiW&WiWiW&WiW&WrALo
o§W o§Wsr t§zwj.`adc(mzw_bzwj¡]A.j.`dadc(a %Cv>lq_baw_L.`aw}Y}`adc WiW&WiW&WiWiW&WW&WiW&WiWiW&WiW&WrZVCX
o§W o§WsŁ

_]A} Cca&egadc,dl§aﬁﬀw`aw_Mc WiW&WiWW&WiW&WiW&WiWiW&WW&WiW&WiWiW&WiW&WrZVZŁ
T82ﬃﬂ 5 :@ {7HNMG<N"! @g?$#6# 222R2Q222Q222Q2R22Q2222Q2R22Q222Q22Å81>T
o§WsCWYX h]A.j.`daiega .j¡]A_bc.Y.`lq_ﬀawvgjlq|]A|gY}YYzdcfc¡]A.`lq_g_]AYjadcQWiW&WiWiW&WiW&WrZVmo
o§WsCWsr fzdwugj.jaw_bdaiaw,Yj.jzdeCubw.Y|gY}YYz WiWW&WiW&WiW&WiWiW&WW&WiW&WiWiW&WiW&WrZVZ
o§WsCWsŁ [S\]J^`_badcfegaih]Aj.kmlOn b_g`adc W&WiWW&WiW&WiW&WiWiW&WW&WiW&WiWiW&WiW&WrZVZ£
− o −
¤¥§¦0¨©Jª¹>ªA°±¦>­FªA°Q©d«0¥§¬0­¯®±°±ªﬁ¹0ªﬁ¬>°±½A°¾ªAÊb»0­¯¨¨¾©A­¯ªA¦g®w­ºÊb»0ªA¨J²Å³C¦ °±ªA¹>³C¦0¦0ª·FªJ¨Q¹0½Jº0¦0­¯®±­F³C¦0¨RªJ®¦0³L¿
®w­¯³C¦0¨¹0ªÆ¥§¨¾ª¸­¯¦0¹0­¯¨±¬:ªA¦0¨±¥§Æ0·FªJ¨¬H³C»>°©J³C´¬0°±ªJ¦0¹0°±ª©Aª´½A´³C­F°¾ª§ÃÎ¤R¥§¦0¨»0¦¬0°¾ªA´­FªJ°®wªA´¬0¨J²Ë³§¦
f{¥§­®Êb»0ªA·¯Êb»0ªA¨°w¥§¬>¬HªJ·F¨¨¾»0°Q·FªJ¨Q°±ªA·F¥L®w­¯³C¦0¨Æ0­F¦¥L­F°±ªJ¨
e
°¾ªA·F¥L®w­¯³C¦0¨R¹_XÔ³C°¾¹0°±ªﬁªE®¹XÔ½JÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦0©Jª$jRªJ®³§¦
¹0³C¦>¦0ªÊ»>ªA·FÊb»0ªJ¨R¹0½Eº¦0­®w­F³§¦0¨&©A³C¦>©AªA°¾¦¥§¦g®·FªA¨ ®±°±ªJ­F·F·¯­F¨JÃ>È¦0¨¾»0­¯®±ª§²³C¦¼­F¦g®w°¾³8¹>»0­¯®&»>¦¬:ªA»¼¹XÔ¥§·­WCÁJÆ0°±ª
ªA¦É¬¥L°±·4¥L¦b® ¹0ªA¨PWC°¾³C»0¬:ªA¨A²>ªJ®i¬0·¯»0¨&¬0°±½J©A­¯¨±½A´ªA¦g®¹0ªJ¨!WC°±³C»>¬HªJ¨i¥§ÆH½J·F­¯ªA¦0¨º0¦0­F¨
e
f ³C°±´ª¦0³C°¾´ﬀ¥L·FªR¹>ª
^8´­¯®±«jEÃ¤¥L¦0¨»0¦ ®w°¾³C­F¨¾­FÁA´ªﬁ®wªJ´¸¬0¨J²³C¦¹0½Eº¦0­®·¯ªA¨*WC°w¥§¬>«0ªA¨J²SªE®Ç·FªJ¨¶¦>³§®w­¯³C¦0¨¬0·F»>¨¶©J³C´¸¬>·FªEÀ8ªJ¨
¹XÔ¥§»>®±³C´ﬀ¥M®wª§²8¹0ª®w°±¥§¦0¨¾¹0»0©J®±ªA»0°ªJ®i¹>ªQ©q¥§°¡®wª§Ã0È,¦>¨±»0­®wª³C¦ªEÀ8¬0·¯­FÊb»0ªQ©JªÊb»0ª¨¾³C¦g®i·FªA¨&¨¾½A°¾­FªA¨!W§½A¦0½O¿
°w¥M®w°±­¯©AªJ¨ªJ®©A³C´´ªA¦g®ªJ·F·¯ªA¨(¨X »>®w­¯·F­F¨¾ªA¦g®fªA¦©J³C´ÇÆ0­¯¦¥L®w³§­F°±ªL²gªJ®ªA¦>º¦<²>³C¦ﬀ®±ªA°¾´¸­¯¦0ª¬0¥§°f¹>ªA¨ °±¥§¬0¬:ªA·F¨
¨±»>°·¯ªA¨i©d«¥ﬂŁF¦0ªA¨i¹0ª>µ¥L°&§³$c:Ã
− o −
×C×CÜ
Vg")g ﬀﬁ%d  ﬀ	"  ﬀ	 ﬀﬁ-ﬃ 

7 	 SJF0GIHJ;>=LK 
;*D EDS SwG 
N
	2C@H0F JSP=LOQS

ªA¨i¬0°¾ªA´­FªA°¾¨ °w¥L¬0¬HªJ·F¨ ¹_XØ¥§·dWCÁAÆ>°±ª¨JXÔ­¯¦0¨±¬0­¯°±ªJ¦b®Qf ³C°¾®±ªA´ªA¦g®&¹0ªÖ ¾>²0ÜLÚ Ã .·F¨¨±³C¦g®i­F¦b»>®±­F·¯ªA¨¬:³C»0°
Êb»0­F©J³C¦0Êb»0ª¥ ¹0½Ð&a ¨±»0­ªc­ ®w³C»>®Æ:³C¦ ©A³C»>°±¨¹X ­F¦g®w°¾³8¹0»>©J®w­¯³C¦ a ·YXÔ¥§·­WCÁJÆ0°±ªﬀªJ®©A³C¦>¦¥ﬂŁF® ¥L®±«¥§°¾­F¦0ª
ªJ¬0Æ0»0°¾¦ÎÃ
^8³C­¯ªA¦g®
E
ªE®
F
¹>ªA»8ÀªA¦>¨±ªA´Æ0·FªJ¨AÃÄQ¦ °w¥L¬0¬HªJ·F·¯ªÊ»_XÔ»0¦>ª n)tg¬ª %poY§¢ «oq¢' %oqn)t¼¨¾»0°
E
ªA¨¡®ﬀ»>¦0ª
¬¥§°¡®w­¯ªQ¹0ª
E × E Ã
^8³C­® R »0¦>ª n)tg¬ª %poY§¢]«oq¢' %oqn)t¨±»>°»>¦ªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fª E   R ªJ¨¾®¹0­¯®±ª Z

n)l Pty·\oq¨%tE²0¨±­
∀x ∈ E, xRx,

©  lgpno¸rktE²0¨±­
∀x, y ∈ E, xRy =⇒ yRx,

 %¢kpo­©   lgpno¸rtE²>¨±­
∀x, y ∈ E, (xRy ªJ® yRx) =⇒ x = y,

pny %¢ﬀ©goqpoq¨%tE²0¨¾­
∀x, y, z ∈ E, (xRy ªE® yRz) =⇒ xRz.
− o −

v   v{x 
/:1*>3>+%z   - *+b *1/28H/
@,+R$'  " ^8³C­® R »0¦>ª °±ªJ·4¥L®±­F³C¦¶Æ0­F¦¥L­F°±ª(¨±»>°»0¦ﬁªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fª E Ã R ªJ¨¾®,»0¦0ª nﬃtg¬ª %poY§¢@£R¹ºl&¸r-o 
¨ %¬­tg¢_mﬃt¨¾­ÅªA·F·¯ªªA¨¡®*nﬃl Pty·\oq¨%t
¶
©  lgpno¸rktªJ®*pn& %¢ﬀ©goqpoq¨%tEÃ
^8­ R ªA¨¡®»0¦0ª¶°±ªJ·4¥L®±­F³C¦É¹X ½AÊb»0­ªc§¥L·FªA¦>©Aª¨¾»0° E ²:³C¦µ¬:ªA»>®R¹0½Jº0¦0­F°¬H³§»0°©d«0¥§Êb»0ªÇ½A·¯½A´ªA¦g® x ¹0ª
E
¨w¥4mg¬ª ©ﬃ©$t§Ã Ä¦¬:³C¨±ª·F¥Ç¦0³§®d¥M®w­F³§¦¨±»0­ªc§¥L¦b®±ª8Z
∀x ∈ E, x¯ = {y ∈ E, xRy}

³C´´¸ª
xRx ²³C¦ﬀ¥ x¯ 6= ∅ ²bªJ® x¯ ªJ¨¾®&¥L¬0¬HªJ·F½i·4¥Emg¬ª ©ﬃ©$t £-t x  §£%r-¬­§ R ÃÕVXÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fª¹0ªA¨f©A·F¥§¨±¨¾ªA¨
´³8¹0»>·F³ R ²>¦0³§®±½ E/R ²8ªA¨¾®i·Xtg¢ﬀ©$t «¬­t ¸rk§poYtg¢kpf¹0ª E ¬¥§° R Ã	¦½A·¯½A´ªA¦g® x ¹0ª x¯ ªA¨¡®i¥§¬0¬:ªA·¯½
»0¦~n)tb»'nﬃlﬃ©$tg¢kpY %¢kp¹>ª·F¥ﬁ©A·4¥L¨±¨±ª
x¯
Ã
^8­
E
ªJ¨¾®i»0¦ÉªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·FªQ¦>³C¦Ec­F¹0ªL²0»0¦0ªQ°¾ªA·4¥M®w­F³§¦ﬀ¹X ½AÊb»0­ªc§¥L·FªA¦>©AªQ¨±»>°
E
¹0½Eº¦0­¯®i»>¦0ªQ¬¥§°¡®w­¯®±­F³C¦
©q¥L¦0³C¦0­¯Ê»>ªﬁ¹0ª
E
aﬀ®w°±¥$c§ªA°¾¨·¯ªÇÊb»0³§®±­FªA¦g®
E/R Ã$i½A©J­F¬0°¾³8Êb»0ªJ´¸ªJ¦g®q²aﬀ®±³C»>®wªﬁ¬0¥§°¾®±­¯®w­¯³C¦µ¹_XÔ»0¦ ªA¦¿
¨±ªJ´ÇÆ0·¯ª¦0³C¦ c­¯¹0ª
E
ªJ¨¾®,¥L¨±¨±³©A­¯½Aªf·YX »0¦0­FÊb»0ªf°±ªJ·4¥L®±­F³C¦¶¹XÔ½JÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦0©Jª ¹0³C¦g®Ñ·¯ªÊb»0³§®±­FªJ¦b®Ñ©A³C°¾°±ªA¨¾¬H³§¦0¹
aﬁ©AªE®±®wª¬¥§°¡®w­®w­F³§¦ÎÃ
: °    
^8­Î³§¦©J³C¦0¨±­¯¹0ÁA°¾ª·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ª
Z
¹0ªJ¨iªA¦g®w­¯ªA°±¨i°¾ªA·4¥M®w­df ¨J²>³C¦É¬:ªA»>®¹0½Eº¦0­¯°&·4¥Ç°±ªJ·4¥L®±­F³C¦ﬀ¹XÔ½JÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦0©Jª
¨±»>­dcL¥§¦g®wª8Z
∀x, y ∈ Z, xRy ⇐⇒ 2|(x− y),
³\[
2|(x − y) ¨¾­ WC¦>­¯ºª 2 ¹0­dc­¯¨±ª x − y ²©ﬂXÔªJ¨¾®¾¿baM¿.¹>­F°±ªÉÊb»X ­F·&ªOÀ>­¯¨¾®±ª»0¦ªA¦g®w­¯ªA°°±ªJ·4¥L®±­df q ®wªJ·Êb»0ª
x− y = 2q ÃÕÅªÊb»0³L®w­FªJ¦g® Z/R ªA¨¾®·4¥¬¥§°¡®w­¯®±­F³C¦¹0ªJ¨ªJ¦b®±­FªJ°±¨(°±ªA·F¥L®w­ªf ¨,ªA¦ﬀ¹>ªA»8À¸©A·F¥§¨±¨¾ªA¨ Z©JªA·¯·Fª¹0ªA¨
ªA¦g®±­FªA°¾¨¶¬0¥§­F°¾¨QªJ®©AªJ·F·Fª¹0ªJ¨¶ªJ¦g®w­FªJ°±¨­F´¬¥§­¯°±¨JÃÎÕVXÔªJ¦g®w­FªJ°
2
ªJ¨¾®¶»0¦ °±ªA¬>°±½A¨¾ªA¦g®d¥L¦b®Ç¹0ª·4¥©A·F¥§¨±¨¾ª¸¹0ªJ¨
ªA¦g®±­FªA°¾¨i¬¥§­F°¾¨A²0ªE® −101 ªA¨¡®»>¦°¾ªA¬0°¾½A¨±ªJ¦g®d¥§¦g®¹>ª©JªA·¯·FªQ¹0ªJ¨ªJ¦g®w­FªJ°±¨i­F´¬¥§­¯°±¨JÃ 
×C×%¾
 `  ﬀ	 P/  $g/*$	Q/  "  ﬀﬁ% g ﬃ#J
: °   
^8­³C¦¼©A³C¦>¨±­F¹>ÁA°±ª·YX ªA¦>¨±ªA´Æ0·Fª
F
¹0ªJ¨º·¯´¸¨&©J­F¦0½J´ﬀ¥M®w³\WC°±¥§¬0«0­¯Êb»0ªA¨J²³C¦¬:ªA»8®R·¯ªA¨i¬¥§°¡®w­¯®±­F³C¦>¦0ªA° ¨¾»0­¿
cL¥§¦g®Êb»0ª ¥L®±«¥§°¾­F¦0ª ªA¬0Æ>»0°±¦Ó¥¶Ð¾³C»0½¹0ªA¹0¥§¦0¨³C» ¬¥§¨JÃ

ªJ®±®±ª¬¥§°¾®±­¯®±­F³C¦¢¹>½Jº¦0­®»0¦0ª°±ªJ·4¥L®±­F³C¦
¹X ½AÊb»0­ªc§¥L·FªA¦>©Aª ¦0¥L®w»0°¾ªA·¯·Fª R′ ¨±»>°·XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ªQ¹0ªA¨&º·¯´¸¨&¬¥L°0Z
∀f1, f2 ∈ F, f1R′f2 ⇐⇒
{
¥L®w«¥L°±­F¦>ª ªA¬>Æ0»0°±¦¥RÐ¾³C»0½Q¹¥§¦>¨
f1
ªE®¹¥§¦0¨
f2
¥L®w«¥L°±­F¦>ª ªA¬>Æ0»0°±¦¼¦XÔ¥Ð¾³§»0½¦0­Î¹¥§¦>¨
f1
¦0­<¹¥§¦0¨
f2

− o −
@,+R$'  "! ^8³C­¯ªA¦g®
E
ªE®
F
¹0ªJ¨(ªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ªA¨A²
f
»>¦0ªi¥§¬0¬0·¯­F©A¥L®w­¯³C¦¹0ª
E
¹0¥§¦0¨
F
²§ªJ® R
e
°¾ªA¨¾¬ÎÃ
S j&»>¦0ª°±ªA·F¥L®w­¯³C¦¹X ½AÊb»0­ªc§¥L·FªA¦>©Aª¨±»0° E
e
°±ªA¨¾¬ÎÃ¨±»>°
F
jEÃ

Ä¦É¹0­¯®iÊb»0ª
f
ªA¨¡®8mﬃ§ »ﬀ %po«¬­t¥.c§ªA© R ¨¾­VZ
∀x, y ∈ E, xRy =⇒ f(x) = f(y).

Ä¦É¹0­¯®iÊb»0ª
f
ªA¨¡®»>¦  §n
»k-o­© t¹0ª
(E,R) ¹¥§¦0¨ (F,S) ¨±­VZ
∀x, y ∈ E, xRy =⇒ f(x)Sf(y)
^8­
f
ªJ¨¾®»0¦0ª¸¥§¬0¬0·¯­F©q¥M®w­F³§¦ ¹0ª
E
¹0¥§¦0¨
F
²³C¦ ¬HªJ»>®¶¹0½Jº¦>­F°»0¦0ª nﬃtg¬ª %poY§¢ £R¹ºl&¸r-oq¨ %¬­tg¢_mﬃt R
©gr-n
E
 ©ﬃ©$§$mgoYlﬃt 	
f
¬¥L°*Z
∀x, y ∈ E, xRy ⇐⇒ f(x) = f(y)
: °   
^8­:³C¦ﬀ°¾ªA¬0°¾ªA¦0¹·¯ªA¨(ªEÀ8ªA´¬0·¯ªA¨&ÛÃÛ¶ªE®&ÛÃ >²³C¦¸¬HªJ»>® ¹0½Eº¦0­¯°f¹0ª¦0³C´ÇÆ>°±ªA»À´³C°±¬>«0­F¨¾´¸ªJ¨(¹>ª
(Z,R)
¹¥§¦>¨
(F,R′) Ã:Ä¦¼¹>½Jº¦0­® f ¬¥§°0Z
∀x ∈ Z, f(x) =
{
^8»0¹>¹0ªA¦0·ª·4¥L¨¾®i¨±»>´¸´ªA°
e
Ù 	gÜ
	,j ¨±­
2|x
R·¯·Å¥§Æ:³C»>®È+cCª
e
Ù 	gÜ ,j ¨±­
2|x+ 1
R·¯³C°±¨
f
ªJ¨¾®»>¦¢´¸³§°±¬0«0­¯¨±´ª®±°±ÁJ¨R¨¾­F´¬0·Fª¹0ª
(Z,R) ¹0¥§¦0¨ (F,R′) ²HÊb»0­a¸·4¥©A·F¥§¨±¨¾ª¹0ªJ¨ªA¦g®w­¯ªA°¾¨
¬¥§­¯°±¨¥§¨±¨¾³8©J­FªR·F¥¶©J·4¥§¨¾¨±ª¹0ªJ¨ º·F´¨(¹¥§¦0¨ ·¯ªA¨¾Ê»>ªA·F¨ ¥M®w«¥§°¾­F¦0ª ªJ¬0Æ0»0°¾¦¼¥iÐ¾³C»0½ªE®!a·F¥©A·F¥§¨±¨¾ª¹0ªJ¨
ªA¦g®±­FªA°¾¨­¯´¸¬0¥§­F°¾¨&¥§¨±¨¾³8©J­Fª·4¥ﬁ©J·4¥§¨¾¨±ª¹0ªA¨iº·¯´¸¨&¹¥L¦0¨·¯ªA¨¾Ê»>ªA·F¨ ¥L®w«0¥§°±­¯¦0ª ªJ¬0Æ0»0°¾¦µ¦XÔ¥¬0¥§¨ Ð¾³C»0½§Ã

− o −

		ﬁﬀﬂﬃﬁ !ﬀ"
#ﬂ$&%'
()*%+,#"-!*./ #ﬂ	0.12$/%'ﬀ32
4ﬁ)65
×C×CÛ
Vg")g ﬀﬁ%d  ﬀ	"  ﬀ	 ﬀﬁ-ﬃ 

v   v)( 
/:1*>3>+%z  {%--0/ /53 38->/Å+?1=1+(
@,+R$'    	¦>ª°¾ªA·F¥L®w­¯³C¦ Æ0­F¦0¥§­F°¾ªÇ¨±»0°»0¦ ªA¦>¨±ªA´Æ0·Fª
E
ªA¨¡®»0¦>ªBn)tg¬ª %poY§¢ £R¹º§ny£%n)t¨±­ªA·¯·Fª
ªA¨¡®En)l Pty·\oq¨%tE² %¢kpo­©  lgpno¸rkt¸ªJ®2pny %¢ﬀ©goqpoq¨%tEÃ 	¦ªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fª´Ç»0¦>­(¹_XÔ»0¦>ªﬀ°±ªJ·4¥L®±­F³C¦ ¹X ³C°¾¹0°±ªªA¨¡®
»0¦tg¢ﬀ©$t «¬­t¼§ny£-§¢k¢_lEÃ
^8³C­®
E
´Ç»0¦0­(¹X »0¦0ª°¾ªA·4¥M®w­F³§¦¹X ³C°±¹>°±ª  ÃÑÄQ¦¹0­¯®¶Êb»0ª¹0ªJ»8ÀÒ½J·F½J´¸ªJ¦b®±¨ x ªJ® y ¹0ª E ¨±³C¦g®
mﬃ§ »ﬀ %ny ,«¬­tﬃ©¨±­
x  y
e
x
­F¦ﬀf ½J°±­FªJ»0°,³C»½Wg¥§·a
y
j ³C»
y  x
e
x
¨±»>¬H½J°±­FªJ»0°(³C»¸½JWg¥§·a
y
jOÃbÄ¦¸¦>³§®wª
x < y
¨¾­
x  y ªE® x 6= y Ã:Ä¦¼¹0­¯®¥§·¯³C°±¨iÊb»0ª y mﬃ§rs¨$n)t x ¨¾­ x < y ªJ®¨X ­F·Å¦X ªEÀ8­¯¨¾®wª¥§»0©J»0¦ z ®wªA·
Êb»0ª
x < z < y
ÃÕ¥ﬁ°±ªJ·4¥L®±­F³C¦  ªJ¨¾®¹0­®wª n)tg¬ª %poY§¢]£-t mﬃ§rs¨%tgnprsn)t¹0ª·Xtg¢ﬀ©$t «¬­t>§n&£-§¢k¢_l E Ã

³C´´¸ªﬁ¹¥L¦0¨¶·¯ª©q¥§¨¹0ªJ¨2n)tg¬ª %poY§¢ﬀ© £R¹ºl&¸rsoq¨ %¬­tg¢_mﬃtÇ³C¦Ó¬0¥§°±·¯ª¹>ª# §n
»k-o­© tﬃ©2£R¹ºtg¢ﬀ©$t «¬­tﬃ©
§ny£-§¢k¢_lﬃ©¬:³C»0°i·FªJ¨i¥§¬0¬0·¯­F©q¥M®w­F³§¦0¨ Êb»0­Å©A³§¦0¨±ªJ°ycCªJ¦g®·FªJ¨0n)tg¬ª %poY§¢ﬀ©>£R¹º§ny£%n)tEÃ
^8­Q®w³C»>¨¼·¯ªA¨É½A·¯½A´ªA¦g®w¨¼¹0ª
E
¨±³C¦g®©A³C´¬¥§°±¥§Æ0·¯ªA¨¹0ªJ»8ÀaÏ¹>ªA»8ÀH²¥§·F³C°¾¨
E
ªA¨¡® pb§p
 %¬­t tg¢kp
§ny£-§¢k¢_lZ(³§¦ ¹0­®¸Êb»0ª
E
ªJ¨¾®»>¦0ª mﬃﬀ %¡q¢_t§Ã^8­F¦>³C¦Î²,³C¦ ¹>­¯®¸Ê»>ª  ªA¨¡®»0¦>ª n)tg¬ª %poY§¢ £R¹º§ny£%n)t
»ﬀ %npoYtg¬YÃ
: °     
^8»0°R·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ª
N
¹0ªA¨QªJ¦b®±­FªJ°±¨¦¥M®w»0°¾ªA·F¨J²H·F¥ﬀ¹0­ªc8­¯¨±­¯Æ0­F·¯­¯®w½QªJ¨¾®Q»>¦ ³C°±¹0°¾ªÇ¬¥§°¡®w­¯ªA·ÍÃ'UË³C»0°
x, y
¹¥L¦0¨
Z
²0³C¦½J©A°±­®
x  y ¨±­<ªJ®&¨¾ªA»0·¯ªA´ªA¦g®i¨±­ x ¹0­ªc­F¨±ª y Ã .·<¨JXØ¥%W§­¯®&Æ0­¯ªA¦¹X »0¦0ªQ°¾ªA·F¥L®w­¯³C¦¹X ³C°±¹>°±ª§²8ªJ®i©JªJ®
³C°¾¹0°±ªªA¨¡®¬¥§°¾®±­FªJ·+Z
3
¦0ª¹0­dc­¯¨±ªQ¬¥§¨
5
ªJ®
5
¦0ª¹0­ªc­F¨±ªQ¬0¥§¨
3
Ã 
Õ¥ ¬­§¢-µ%rtgr-n¼¹XÔ»>¦0ªmﬃﬀ %¡q¢_t
C
ªJ¨¾® L(C) := |C| − 1 ²Ë³\[ |C| ªA¨¡®ﬁ·Fª¸¦0³C´ÇÆ0°¾ªﬀ¹X ½A·¯½A´ªA¦g®w¨
¹0ª·4¥ mﬃﬀ %¡q¢_tEÃÕÅª ny %¢-µ
e
³C»¼·4¥@¬­§¢-µ%rtgr-n%j¹XÔ»>¦µªA¦>¨±ªA´Æ0·Fª³C°¾¹0³C¦0¦0½
E
ªA¨¡®¦>³§®w½Jª L(E) ªJ® c§¥L»>®
L(E) := Max{L(C), C ©d«¥ﬂŁ4¦>ª¹>ª¶È } Ã
@,+R$'  d ^8³C­®
E
»0¦ tg¢ﬀ©$t «¬­t §ny£-§¢k¢_lEÃ^8­ ·¯ªA¨ mﬃﬀ %¡q¢_tﬃ©´¸¥MÀ8­F´¸¥§·FªJ¨&¹0ª
E
³C¦g®´ÓA´ª
·F³§¦WC»0ªJ»0°
n
²³C¦É¹0­®iÊb»0ª
E
ªA¨¾® µ%ny ,£%rkl³C»]n& %¢-µ-l§Ã
Ä¦¢°±ªJ¬0°±½J¨±ªA¦g®±ªﬁ©A³C´´Ç»0¦0½J´¸ªJ¦g®»0¦²tg¢ﬀ©$t «¬­t8§ny£-§¢k¢_lº¦0­S¥§»¢´³$CªA¦ ¹>ª¨±³§¦ £%o $µ%ny &  t
£-t 0 ©ﬃ©$tEÃÕÅªB£%o $µ%n& &  t8£-t  ©ﬃ©$tﬁ¹XÔ»>¦ tg¢ﬀ©$t «¬­t §ny£-§¢k¢_lﬁº0¦0­
E
ªA¨¡®·¯ª µ%n& g»kktﬁ¹0³C¦g®·FªA¨
¨±³§´¸´ªJ®±¨R¨±³§¦b®·¯ªA¨½A·F½J´¸ªJ¦g®w¨¹0ª
E
²HªE®®wªJ·ÑÊb»X ­F·ËªEÀ8­F¨¡®wªﬁ»0¦0ªÇ¥§°ÓE®wªÇªJ¦b®±°±ª
x
ªE®
y
¨¾­
y
mﬃ§rs¨$n)t
x
Ã
¤Rª¬0·¯»0¨i³C¦É­F´¬H³C¨¾ªQ¹¥§¦0¨i©Jª©A¥§¨iÊb»0ª
y
¨±³§­¯®i¬0·F¥§©A½¥§»¼¹0ªJ¨±¨±»>¨
e
¥§»¨¾ªA¦0¨PcCªJ°¾®±­F©q¥L·qjf¹0ª
x
Ã
: °   
Õ¥  ­ W§»0°±ª Û8Ã¯Ù&¹>³C¦0¦0ª&·¯ª0£%o $µ%ny &  t £-t 0 ©ﬃ©$t&¹>ª&¹0ªA»8À tg¢ﬀ©$t «¬­tﬃ© §ny£-§¢k¢_lﬃ© º0¦0­F¨JÃCÕÅª&¬0°±ªJ´¸­¯ªA°
¥§¹0´ªJ®f¹0ªJ»8Àmﬃﬀ %¡q¢_tﬃ©R´¸¥MÀ8­F´¸¥§·FªJ¨¹0ªR·¯³C¦WC»0ªJ»0°±¨f¹0­¯ÌH½A°¾ªA¦g®wªJ¨`Z­F· ¦X ªA¨¾®¬¥§¨`ny %¢-µ-lEÃÈ¦°±ªgcL¥§¦0©d«0ªL²
®w³§»>®wª¼mﬃﬀ %¡q¢_t´ﬀ¥mÀ>­¯´ﬀ¥L·Fª(¹0»ﬁ¨±ªJ©A³C¦0¹ªA¨¡®,¹0ª&·F³§¦WC»0ªJ»0°
4
²L©%X ªA¨¡®f»>¦¤tg¢ﬀ©$t «¬­t §ny£-§¢k¢_l!ny %¢-µ-lEÃ,^»0°
·4¥ºkW§»0°±ªL²·¯ªi¬0°±ªJ´¸­¯ªA°¹0­F¥%WC°w¥L´¸´ª ©A³§¦b®±­FªJ¦b®(¹0ªJ»8À]mﬃﬀ %¡q¢_tﬃ©´ﬀ¥mÀ>­¯´ﬀ¥L·FªA¨ ¹0ª·¯³C¦WC»>ªA»0°,¹0­Ì<½J°±ªA¦g®±ªA¨A²
·FªR¨±ªA©J³C¦0¹ÉªA¨¡®ny %¢-µ-l Z>·¯ª°w¥L¦Wﬁ¹0ªQ©d«¥§Êb»0ªQ½J·F½J´¸ªJ¦b® ªA¨¾®i¦>³§®w½Q¨¾»0° ·FªR¨±³C´´¸ªE® ©J³C°±°¾ªA¨±¬:³C¦0¹0¥§¦g®qÃ 
Ä¦Ç¬HªJ»>®,¥§»>¨±¨±­¹0½Eº¦0­F°S·4¥¦0³§®w­¯³C¦¹>»¥§·Fª(¹0ª ©JªA·¯·Fª(¹0ª*mﬃﬀ %¡q¢_t ZL·X  %¢kpo &mﬃﬀ %¡q¢_tEÃ 	¦0ª %¢kpo &mﬃﬀ %¡q¢_t
¹X »0¦¤tg¢ﬀ©$t «¬­t`§ny£-§¢k¢_l
E
ªA¨¡®f»>¦¸¨¾³C»0¨¡¿yªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fªi¹X ½A·F½J´¸ªJ¦g®w¨,¦0³C¦©A³§´¸¬¥L°w¥§Æ0·¯ªA¨¹0ªJ»8À aQ¹0ªJ»8ÀHÃ

X ªA¨¾®»0¦0ª¦0³L®w­F³§¦®w°±ÁJ¨­¯´¸¬:³C°¡®d¥§¦g®wªªA¦¼®w«0½J³C°±­¯ªQ¹0ªA¨pnﬃtgoq¬q¬ o­©EÃ
: °   
ÕÅªA¨¹0ªJ»8Àtg¢ﬀ©$t «¬­tﬃ© §n&£-§¢k¢_lﬃ©ﬁ¹0ªﬁ·4¥  ­dWC»0°¾ªÛ8ÃÙﬁ³C¦g®¹0ªA¨2 %¢kpo &mﬃﬀ %¡q¢_tﬃ©´ﬀ¥mÀ>­¯´ﬀ¥L·FªA¨¹0ªÇ®w¥§­F·¯·Fª
2
Ã 
×C×
 `  ﬀ	 P/  $g/*$	Q/  "  ﬀﬁ% g ﬃ#J
0 0
1 1
2 2
3 3
4
 	HÛ8Ã¯Ù

o $µ%ny &  tﬃ©*£-t 0 ©ﬃ©$t¹0ª¹0ªJ»8Àtg¢ﬀ©$t «¬­tﬃ©¼§ny£-§¢k¢_lﬃ©EÃ
− o −
@,+R$'   ^8³C­®
E
»0¦¼ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ª³C°±¹0³§¦0¦0½§²ªE®
x
¹¥§¦>¨
E
Ã

Ä¦É¹0­¯®iÊb»0ª
x
ªJ¨¾®»0¦¼½A·¯½A´ªA¦g®'  .·\o   %¬
e
°±ªJ¨±¬ÎÃ  oq¢ko   %¬jf¹>ª
E
¨¾­VZ
∀y ∈ E, x  y =⇒ x = y (resp. y  x =⇒ x = y).

^8³§­¯®
A
»0¦>ª¬0¥§°¾®±­Fª&¹0ª
E
 §³C¦¹0­¯®,Êb»0ª
a ∈ A ªA¨¾® ¬­tV»'¬ r,©Qµ%ny %¢'£
e
°±ªA¨¾¬ÎÃ%»'¬ r,©V»ktgpoqpyjÑ½A·¯½A´ªA¦g®
¹0ª
A
¨±­VZ
∀x ∈ A, x  a (resp. a  x).
¤¥L¦0¨i©Aª©q¥§¨J² ³C¦É¦0³§®wª
a = Max A
e
°±ªA¨¾¬ÎÃ
a = Min A
jOÃ
^8­
E
ªA¨¡®»>¦]tg¢ﬀ©$t «¬­tQµ%ny ,£%rklE²g¥§·F³§°±¨­F·ªOÀ8­F¨¾®±ªi»0¦0ª»0¦0­FÊb»0ªPf ³C¦0©E®w­¯³C¦Ln& %¢-µ
ρ : E −→ {0, . . . , n}
®wªJ·ÅÊb»0ª
ρ(x) = 0
¨±­
x
ªA¨¡®»>¦ lg¬­l tg¢kp oq¢ko   %¬¹0ª
E
ªJ®
ρ(y) = ρ(x) + 1
¨±­
y
mﬃ§r-¨$n)t
x
Ã
: °   !
ÕÅªi¨±ªA©J³C¦0¹¤tg¢ﬀ©$t «¬­t`§ny£-§¢k¢_li¹0ªi·4¥ S­ WC»0°¾ªÛ8ÃÙªJ¨¾® ny %¢-µ-lZg·4¥ cL¥§·¯ªA»0°¹>ª©d«0¥§Êb»0ª½J·F½J´¸ªJ¦b®,¬:³C»0°
·YX »0¦0­¯Êb»0ª f ³C¦>©J®w­¯³C¦4ny %¢-µ¹0½Jº¦>­Fª¨¾»0°©JªJ®&ªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·FªªA¨¡®&¦0³§®±½Aª¨¾»0°·¯ªR¨±³§´¸´ªJ®f©A³C°¾°±ªJ¨±¬:³C¦0¹¥§¦g®&¹>ª
¨±³§¦ £%oªµ%ny &  t*£-t 0 ©ﬃ©$tEÃ 
@,+R$'   ^8³C­¯ªA¦g®
E
»0¦¼ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ª³C°±¹0³§¦0¦0½ªJ®
A
»0¦>ª¬0¥§°¾®±­FªQ¹0ª
E
Ã

Ä¦É¹0­¯®iÊb»0ª
A
ªA¨¡®   .§n)lﬃt
e
°±ªJ¨±¬ÎÃ  oq¢_§n)lﬃt$j¨±­VZ
∃m ∈ E, ∀a ∈ A, a  m (resp. m  a)
¤¥L¦0¨i©Aª©q¥§¨J² ³C¦É¹0­¯®iÊb»0ª
m
ªJ¨¾®»0¦    .§ny %¢kp
e
°¾ªA¨¾¬ÎÃ  oq¢_§n& %¢kpyj¹0ª
A
Ã

^8­8·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fª ¹0ªJ¨´ﬀ¥ZÐ¾³C°w¥§¦g®±¨
e
°¾ªA¨±¬<ÃC´¸­¯¦0³C°±¥§¦g®w¨ﬃj¹0ª
A
¬:³C¨¾¨±ÁA¹>ª»>¦ﬁ¬0·F»0¨ ¬HªE®w­¯®
e
°±ªJ¨±¬<ÃC¬0·F»>¨
WC°±¥§¦0¹ji½A·¯½A´ªA¦g®q²H­F·ËªA¨¾®¦>³§®w½
Sup A
e
°±ªA¨¾¬ÎÃ
Inf A
jªJ®Q¥§¬0¬:ªA·F½E«g§n¢_t¼©gr$»klgngoYtgr-n)t
e
°±ªA¨¾¬ÎÃ
«g§n¢_toq¢ .lgnoYtgr-nﬃt$jEÃ
Ä¦¸¦0³L®wª
x∨y
e
°±ªJ¨±¬ÎÃ
x∧y jS·F¥8«g§ng¢_t!©gr$»klgnoYtgrsn)t
e
°±ªJ¨±¬ÎÃ«g§n¢_tPoq¢ .lgnoYtgrsn)t$j ¹0ª
x
ªE®
y
Êb»¥§¦0¹
ªA·¯·FªªOÀ8­F¨¾®±ª§Ã
×C×
	
Vg")g ﬀﬁ%d  ﬀ	"  ﬀ	 ﬀﬁ-ﬃ 
: °     
^8­S³C¦¢°±ªJ¬0°±ªJ¦0¹ ·YXÔÈ À8ªA´¬0·FªÇÛ8Ã¯Ù >²H³§¦¢°±ªJ´ﬀ¥§°¾Êb»0ªÇÊb»0ª
N
´Ç»0¦0­S¹0ª·F¥ﬀ¹0­ªc8­¯¨±­¯Æ0­F·¯­¯®w½¥§¹0´ªJ®»>¦ ¬0·F»0¨
WC°±¥§¦0¹Ò½J·F½A´ªA¦g®2Z
0
²SªE®Ç»0¦¬>·F»0¨¬HªE®w­®EZ
1
ÃT^8­³C¦Ó¨±ª°¾ªA¨¡®w°±ªJ­F¦g® a
N \ {1} ²S¥§·F³§°±¨·FªA¨½A·¯½A´ªA¦g®w¨
´­F¦0­¯´ﬀ¥§»À¨±³§¦b®·FªJ¨R¦0³§´ÇÆ0°±ªJ¨¬>°±ªA´­FªJ°±¨ {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, . . .} ² ©ﬂXÔªJ¨¾®¾¿baM¿.¹>­F°±ª·FªJ¨ªJ¦g®w­FªJ°±¨Ê»>­
¦0ª¨±³§¦b®¹0­ªc­F¨±­¯Æ0·FªJ¨ Êb»0ª¬¥§°&ªA»À¿y´MÓJ´¸ªJ¨iªJ®
1
Ã

³C¦0¨¾­F¹0ÁJ°±³C¦0¨
E
²·XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ª¹0ªA¨¦0³C´ÇÆ>°±ªA¨¬0·¯»0¨8WC°w¥L¦0¹0¨Êb»0ª
20
Ê»>­&¨±³C¦g®¸¨±³C­®´Ç»0·¯®±­F¬0·¯ªA¨
¹0ª
12
¨¾³C­¯®´Ç»0·¯®±­F¬0·¯ªA¨¹0ª
18
Z
E = {24, 36, 39, . . .} Ã R·F³§°±¨ E ¥§¹0´ªJ®¶®w°±³§­F¨´¸­¯¦0³C°w¥L¦b®±¨¶¹0¥§¦0¨
N \ {6} Z 1 ² 2 ªE® 3 Ã8È¦ªJÌHªJ®f®w³C»0¨·FªA¨(½A·¯½A´ªA¦g®w¨f¹0ª E ¨±³C¦g®¹0ªA¨ ´»0·¯®±­F¬0·¯ªA¨,¹0ª pgcd(12, 18) = 6 ²
ªJ®¹>³C¦0©¥§»0¨¾¨±­¹0ª
1
²
2
ªJ®
3
ÃÎÈ¦~f{¥L­¯®©Jª¨±³C¦g®·FªJ¨Q¨±ªJ»0·F¨Q´­F¦0³§°w¥§¦g®w¨R¹¥§¦0¨
N \ {6} Ã<ÈÑ®¶¹0¥§¦0¨Q©Aª
©q¥L¨A²
E
¦XÔ¥¬0¥§¨i¹0ªÆH³C°¾¦0ª­F¦ﬀf ½J°±­¯ªA»0°¾ªQ¹¥§¦0¨
N \ {6} Ã 
− o −


¯.-  ±
^8³C­®
T
»0¦tg¢ﬀ©$t «¬­t¼§ny£-§¢k¢_lEÃ
@,+R$'   ^8­,®w³C»8®wªﬀ¬0¥§­F°¾ª¸¹X ½A·¯½A´ªA¦g®w¨
x, y
¹0ª
T
¥§¹>´¸ªE®»0¦>ª]«g§n¢_t ©gr$»klgnoYtgrsn)t
e
°¾ªA¨±¬<Ã
«g§n¢_toq¢ .lgnoYtgrsn)t$jE²³C¦É¹0­®iÊb»0ª
T
ªA¨¡®R»>¦]©gr$» {£-t o bpn)tgoq¬q¬ o­©
e
°±ªJ¨±¬ÎÃoq¢  {£-t o bpn)tgoq¬q¬ o­©jEÃ
^8­
T
©A³C¦mÐ¾»WC»0ª¸·FªA¨¹0ªJ»8ÀÓ¬0°±³C¬>°±­F½E®w½J¨A²
T
ªA¨¡®Ç»0¦²pn)tgoq¬q¬ o­©gÃSÕ¥¼°¾ªA·F¥L®w­¯³C¦ ¹XÔ³§°±¹0°¾ªﬀªA¨¡®ﬁ¥§¬>¬HªJ·F½Aª
n)tg¬ª %poY§¢¤£-t mﬃ§rs¨%tgnprsn)t¹0»É®w°¾ªA­F·¯·F­¯¨f³C»¼¹0»¼¹0ªA´­¿Í®w°¾ªA­F·¯·F­¯¨AÃ
: °   -

³C¦0¨¾­F¹0½J°±³C¦>¨ ®w³C»MÐ¾³§»0°±¨
N
´Ç»0¦0­Î¹>ªQ·4¥¹0­ªc­F¨±­¯Æ0­F·®w½
e
x  y ¨±­ÎªE®i¨±ªA»>·FªA´ªA¦g®i¨¾­ x ¹>­dc­F¨¾ª y jOÃ ·F³C°¾¨
(N,) ªA¨¾®»0¦oq¢  {£-t o­©bpn)tgoq¬q¬ o­©EÃÅÈ¦ÒªJÌHªJ®A²¨±­ x ªJ® y ¨¾³C¦g®¹>ªA»8ÀªA¦g®w­¯ªA°¾¨¶¦¥M®w»0°¾ªA·F¨J²S·¯ªA»0°`»%µ-m&£
e
¬>·F»0¨PWC°±¥§¦0¹É©A³C´´Ç»0¦É¹0­ªc­F¨±ªJ»0°ﬃjªJ¨¾®·4¥ÇÆ:³C°±¦>ª­¯¦ﬀf ½A°¾­FªJ»0°±ªQ¹0ª
x
ªJ®
y
Ã¤Rª´MÓJ´¸ªL²0·Fª`»,»km
e
¬0·F»>¨
¬:ªJ®w­® ´»0·¯®±­F¬0·¯ª(©J³C´´Ç»0¦jÅ¹0ª
x
ªJ®
y
ªA¨¡®·FªJ»0° Æ:³C°±¦>ª¨±»>¬H½J°±­FªJ»0°±ªLÃ
(N,) ªA¨¾®¥§»0¨±¨¾­>»0¦ ©gr$» {£-t o­©
pnﬃtgoq¬q¬ o­©ªE®¬¥§°i©A³C¦>¨±½AÊb»0ªJ¦g®»0¦]pnﬃtgoq¬q¬ o­©EÃ 
   ¯

   
(N \ {1},) ªA¨¡® »0¦ ©gr$» {£-t o­©bpnﬃtgoq¬q¬ o­©E²g´¸¥§­¯¨f¬0·¯»0¨(»0¦ pnﬃtgoq¬q¬ o­©EÃsU ¥L°ªEÀ8ªJ´¸¬0·¯ª§² 2 ªE® 3 ¦_XÔ³C¦g®¬0·F»0¨
¹0ª2«g§n¢_toq¢ .lgnoYtgrsn)tEÃ
: °   
ÕVXtg¢ﬀ©$t «¬­t ny %¢-µ-lR¹0ª·4¥  ­ W§»0°±ªRÛ8ÃÙªA¨¡® »0¦4©gr$» {£-t o bpn)tgoq¬q¬ o­©EÃÈ¦ªJÌHªJ® ©AªJ® ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ªR©J³C¦g®w­FªJ¦g®
»0¦@»'¬ r© µ%ny %¢'£Llg¬­l tg¢kp{Ã 
ÕVXÔ­¯¦b®±ªA°{c§¥L·F·Fª
[a, b]
¹0ª¹0ªJ»8À¼½A·¯½A´ªA¦g®w¨ mﬃ§ »ﬀ %ny ,«¬­tﬃ©¹X »0¦É®w°¾ªA­F·¯·F­¯¨
T
ªA¨¾®¹0½Eº¦0­Å¬¥§°Z
[a, b] = {c ∈ T, a  c  b}
È¦¬0¥§°¾®±­F©A»>·F­FªJ°A²
[a, b]
ªJ¨¾®»0¦¤©$§r©bpn)tgoq¬q¬ o­©¹0ª
T
Ã
− o −
×%i
 `  ﬀ	 P/  $g/*$	Q/  "  ﬀﬁ% g ﬃ#J
@,+R$'   	¦É®w°¾ªA­¯·F·F­¯¨
T
ªA¨¾®»0¦¤ﬃ»ktgnﬃmgrﬀ«gt¹0ª¹0­¯´¸ªJ¦0¨±­¯³C¦
n
²³§»»0¦~pnﬃtgoq¬q¬ o­©*«g§$§¬­lﬃtg¢ ¨X ­F·
ªA¨¡®*o­©$§ §nb»kkta·XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ªQ¹0ªA¨¬¥§°¡®w­FªJ¨&¹0ª
[1, n]
³C°¾¹0³C¦0¦0½¬¥L°&­F¦0©J·F»0¨¾­F³C¦ÎÃ
@,+R$'       
 ¯.-  ± R±J.¯ﬂI  	 	¦É®±°±ªJ­F·F·¯­F¨
T
ªA¨¡®¼£%o­©gpno«r-po  ¨JXÔ­¯·Î¨w¥M®w­F¨{f{¥§­¯®`Z
∀x, y, z ∈ T, x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)
∀x, y, z ∈ T, x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).
@,+R$'     
 ¯.-  ± 0ﬃ  		¦®±°±ªJ­F·F·¯­F¨
T
ªA¨¡®R¹>­¯®`©gr$»klgngoYtgr-n)t tg¢kp b¬­§$m& %¬­t tg¢kp£%o­©gpno 
«r-po 
e
³
ﬀ
 j¨±­VZ
∀x ∈ T, [x, sx] ªJ¨¾®»0¦«,¬:ªA°±©J»0Æ:ª ,
³\[
sx = ∨y∈Sxy
¥$c§ªA©
Sx = {y, y ∈ T ©A³§»ﬀc°±ª x} Ã
R»8®w°±ªJ´¸ªJ¦g®ﬀ¹0­®q²»0¦ ®w°¾ªA­F·¯·F­¯¨
T
ªA¨¡® ³
ﬀ
#¨±­i·YX ­F¦g®wªJ°ycL¥§·¯·Fª©J³C´¸¬>°±­F¨ªJ¦b®±°±ª
x
ªJ®¸·4¥ Æ:³C°±¦0ª¼¨±»>¬H½O¿
°±­¯ªA»0°¾ª¹0ªA¨½A·¯½A´ªA¦g®w¨iÊb»0­©A³C»sc8°¾ªA¦g®
x
ªA¨¡®R»0¦¼«,¬HªJ°±©A»>ÆHªL²HÊb»0ªJ·ËÊb»0ª¨±³§­¯®
x
¹¥L¦0¨
T
Ã ÕÅªA¨i®w°¾ªA­¯·F·F­¯¨
oq¢ .lgnoYtgrsn)t tg¢kp b¬­§$m& %¬­t tg¢kpT£%o­©gpno«r-po 
e

ﬀ
 jÑ¨¾³C¦g®¹0½Eº¦0­¯¨f¹0ª´¸¥§¦0­FÁJ°±ª&¹0»0¥§·FªLÃﬁ	¦4pn)tgoq¬q¬ o­© £%o­©
pngo«r-po  ªA¨¡® a·4¥¼f ³§­F¨`³
ﬀ
 ªJ® 
ﬀ
Ã
×%i>Ù
Vg")g ﬀﬁ%d  ﬀ	"  ﬀ	 ﬀﬁ-ﬃ 

7)6   DT;¼C¤SPK

ªJ®¾®wªQ¨±ªJ©J®±­F³C¦ªJ¨¾®i¹0½gcC³C·¯»0ª0aÇ»0¦³CÆbÐ¾ªJ®i©AªJ¦g®w°w¥L·<ªA¦¼¥§·dWCÁAÆ>°±ª¼Z¬­t µ%n)§r$»ktEÃ ³§»0¨ ¦0ªQ¹0½E®d¥§­¯·F·¯³C¦0¨
Êb»0ª·FªA¨,¹0½Eº¦0­®w­F³§¦0¨,ªJ®(¬0°±³§¬0°±­¯½J®w½J¨,½A·F½J´¸ªJ¦g®d¥§­¯°±ªA¨,¹0³§¦b®(¦0³§»0¨¥.c§³C¦0¨(ÆHªJ¨±³C­¯¦¸¬0·¯»0¨®d¥§°¾¹ÎÃbÕ¥ pqklﬃ§noYt
£-tﬃ©¼µ%n)§r»ktﬃ©ﬀªA¨¡®Ç»0¦Ó©d«¥§´¬¹X ­F¦,c§ªA¨¾®±­ Wg¥M®w­F³§¦Ó´¸¥L®w«>½A´¸¥L®w­¯Ê»>ª®±°±ÁJ¨¶­¯´¸¬:³C°¾®w¥§¦g®Ê»>­(¹>½A¬¥§¨¾¨±ª¹>ª
·F³§­F¦·FªQ©A¥§¹0°¾ª¹>ª©JªJ®¾®wªQ®w«0ÁJ¨±ªLÃ

v
uwv{x
 %%R/Ò/53 ->% *  /
^8³C­®
E
»0¦ªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ª§Ã
@,+R$'   	¦0ª ¬­§o£-t mﬃ§ »k§$©goqpoY§¢ oq¢kp(tgn¢_t ⊥ ¨¾»0° E ªJ¨¾®»0¦0ª¶¥§¬0¬0·¯­F©A¥L®w­¯³C¦¹0ª E × E
¹¥§¦>¨
E
Ã
: °     
^8­
F
ªJ¨¾®»0¦ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fª§²Ë·YX ­F¦g®±ªA°±¨¾ªA©E®w­F³§¦ ∩ ªJ®·YX »0¦0­¯³C¦ ∪ ¹0ª¹>ªA»8ÀªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·FªA¨¨±³C¦g®Ç¹>ªA¨E¬­§o­©E£-t
mﬃ§ »k§$©goqpoY§¢4oq¢kpbtgng¢_t¨¾»0°
E = P(F ) ²·XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ªQ¹0ªA¨¬¥§°¡®w­FªJ¨&¹0ª F Ã 
È¦ WC½J¦0½A°±¥§·Í²Å»0¦>ªB¬­§o £-t mﬃ§ »k§$©goqpoY§¢ oq¢kpbtgn¢_t ⊥ ¨±»0°»0¦ÓªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fª E ªA¨¾®¶´Ç»0¦>­Fª¹0ª¬0°±³M¿
¬0°¾­F½J®±½A¨i¨±»>¬0¬0·F½J´¸ªJ¦g®d¥§­¯°±ªA¨  ªA·F·¯ªªA¨¡®¹0­¯®±ª Z

 ©ﬃ©$§$mgo %poq¨%t¨±­VZ
∀x, y, z ∈ E, x ⊥ (y ⊥ z) = (x ⊥ y) ⊥ z,

mﬃ§  r-p
 %poq¨%t¨¾­VZ
∀x, y ∈ E, x ⊥ y = y ⊥ x,
Õ¥¬>·F»0¬¥L°¾®i¹0ªJ¨ §ﬃ»klgny %poY§¢ﬀ©   %pkl  %po¸rtﬃ©¶»0¨¾»0ªA·¯·FªJ¨¨¾³C¦g®R¹>ªA¨·F³C­¯¨&¹0ª¶©J³C´¬H³C¨¾­¯®±­F³C¦0¨­F¦g®wªJ°±¦0ªJ¨
¥§¨¾¨±³©A­4¥M®w­dc§ªA¨&ªE®©J³C´´Ç»>®d¥M®w­dc§ªA¨JÃ
Ä¦¹0­®iÊb»0ª
e ∈ E ªJ¨¾®·YXqlg¬­l tg¢kpV¢_tgrspn)t¬H³§»0° ⊥ ¨±­VZ
∀x ∈ E, x ⊥ e = e ⊥ x = x
   ¯

   "

»¥§¦0¹¼­F·HªEÀ8­F¨¡®wªL²:·XÔ½J·F½J´¸ªJ¦b® ¦0ªA»>®±°±ªªA¨¡®»>¦0­FÊb»0ªLÃ
: °    
ÕVXÔ»>¦0­F³C¦ ∪ ¨¾»0°·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fª¹>ªA¨¬¥§°¡®w­¯ªA¨ P(F ) ¹X »0¦ﬁªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fª F ¥§¹>´¸ªE®Ñ©A³§´¸´ª½J·F½A´ªA¦g®¦>ªA»>®±°±ª
·YX ªA¦>¨±ªA´Æ0·Fª c­F¹0ª ∅ ÃËÕVXÔ½J·F½J´¸ªJ¦b®¦0ªJ»>®w°¾ªﬀ¹0ª·YX ­F¦g®±ªA°±¨¾ªA©E®w­F³§¦ ∩ ¨¾»0° P(F ) ªA¨¡®·XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fª F ®w³§»>®
ªA¦g®±­FªA°JÃ 
− o −
	¦PªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ª
E
´»0¦0­¹XÔ»>¦0ª¢·F³§­&¹0ª¢©A³§´¸¬:³C¨±­®w­¯³C¦Ï­F¦g®wªJ°±¦0ªªA¨¾®ﬀ»0¦;  $µ&  §Ã(Ä¦ ¥§¬0¬:ªA·¯·Fª
  $µ&   rs¢koqpY %oqn)t »0¦ ´¸¥%WC´¸¥Ó´Ç»>¦0­R¹X »0¦ ½J·F½A´ªA¦g®¦>ªA»>®±°±ª§Ã

ªA¬:ªA¦0¹¥L¦b®A²&­F·ªA¨¡®É°w¥§°¾ª¢¹XÔ¥$c§³C­F°
a4f{¥§­¯°±ª¥.c§ªA©É¹0ªA¨ﬁ·¯³C­F¨¶Êb»0­ ¦0ª¨¾³C¦g®¬¥§¨¥§¨¾¨±³©A­4¥M®w­dc§ªA¨J²S®d¥L¦b®ÇªJ®¨±­Æ0­FªJ¦Ê»>ª·YX ³CÆÐ¾ªJ®Ç¹0ªÆ¥§¨¾ªLa
©A³§¦0¨±­¯¹0½A°¾ªA°iªA¨¡®¨¾³C»ﬀc§ªA¦g®·¯ª  §¢_§£-tEÃ
@,+R$'  ! 	¦  §¢_§£-tQªJ¨¾®»0¦É´ﬀ¥%W§´ﬀ¥Ç»0¦>­¯®d¥L­F°±ªRªJ®¥§¨±¨¾³8©J­4¥L®±­df
(M,⊥) Ã
×%ig×
 !g-ﬁ.+ﬃ 
: °    
U ¥L°ªEÀ8ªA´¬0·Fª
(N,+), (N∗,×) ³§»ﬁªA¦0©J³C°±ª (P(F ),∩) ¨±³§¦b®(¹0ªJ¨´¸³§¦0³y¹>ªA¨AÃCÈ,¦°¾ªJcL¥§¦0©d«0ªL² (N∗,+)
¦X ªA¨¡®R¬¥L¨&»0¦´³C¦0³y¹0ªL²0©q¥§°&­¯·Î¦X ªA¨¡®R¬¥L¨*r-¢koqpY %oqnﬃtEÃ 
@,+R$'     	¦¢½J·F½J´¸ªJ¦b®
x
¹XÔ»>¦ ´ﬀ¥%W§´ﬀ¥»0¦0­®d¥§­¯°±ª
(E,⊥) ªA¨¡®Q¹0­®*©  lgpno­© ,«¬­t³C» oq¢
¨%tgn)©go«¬­t¨X ­F·<ªEÀ8­F¨¡®wª»0¦¼½A·F½J´¸ªJ¦g®
y
®wªJ·ÅÊb»0ª
x ⊥ y = y ⊥ x = e Ã
: °   "  
ÕÅªA¨ ªOÀ8ªA´¬0·FªJ¨&¬0°±½J©A½A¹>ªA¦g®w¨
(N,+), (N∗,×) ªE® (P(F ),∩) ¨±³C¦g®&¹>ªA¨&´³C¦0³Í¹0ªA¨fÊ»>­<¦XÔ¥§¹0´ªJ®¾®wªA¦g®
¥§»0©J»0¦¢½J·F½A´ªA¦g®R­F¦,cCªJ°±¨±­¯Æ0·FªL² ´¸­¯¨ a¸¬¥§°¾®·YX ½A·¯½A´ªA¦g®¦0ªA»8®w°±ªLÃµ¥L­F¨
(Z,+)
ªJ¨¾®R»0¦¢´³C¦0³Í¹0ª¹0³C¦g®
®w³§»0¨i·FªA¨&½J·F½J´¸ªJ¦b®±¨i¨±³C¦g®­F¦,cCªJ°±¨¾­FÆ0·¯ªA¨A²©ﬂXÔªJ¨¾®¡¿(aM¿y¹0­F°¾ªQ»0¦ µ%n)§r$»ktEÃ 
	¦¼´¸³§¦0³y¹>ª
(M,⊥) ªA¨¡® mﬃ§  rspY %po µ³C» ,«glg¬ oYtg¢ ¨±­Å·F¥ﬁ·F³C­ ⊥ ªA¨¡®©J³C´´Ç»>®d¥M®w­dc§ª§Ã

	ﬀ	
(1802−1829) ﬁﬃﬂ  "!#%$'&)("* &,+
-/.(0&21
$3.(0&)*543*563-7-
89;:<$3=*563-?>
@BA ("CD89ﬃE
FG H<I"JLK'MNPORQLS
*5Tﬀ$'&)("C
T5* &TUA *5./VW8X)X2*5C
*5T5* &)$YE
6ZT(92$3X28T5+&)*58-[V\("9]92("E
*54L("+^[E
63X_$3`a+
(0&)*58-
XB("T5=$'b
C
9ﬃ*5`a+6LXE
6E
63=92$ ≥ 5 >c- FdWFG eN'QLS *5Tf63Xﬃ&/gh8-
E
(0&)63+
9 S (3:<634ji<("4L8C* S E
6T(&)1
$389ﬃ*56E
63X
g8-
4'&)*58-
Xk63T5T5*5V&)*5`l+
63X
S
6'&kX28-m-
8.on\=+
9ﬃ6
S
("+^[4Lp"&2$3XZE
6/4363+^qE
6sr]("+
X2Xk6'&kE
6stf("+
4P1<u
S
V\("9ﬃ./*fT563X7T5$3=*5X)T(0&26L+92X7E+v4w("T543+
Tx*5-n\-* &)$3X)*5.("T`a+
*y8-<&/("X2X)*5XZ436E
6392-
*56397X2+
9ZE6LXZC\("X)63X
X)8T5*5E6LXz6'&]9ﬃ*5=8+
9263+
X263Xw>D{RT|./8+
9ﬃ+&]E\("-XYXP(Z:a*5-
="&ﬃbRX)* ^a*5}3./6("-
-
$36ZE~A +
-
6_&)+CD639ﬃ43+
T58X)6kV
+
T b
./8-\("*59ﬃ6_438-l&29)("4'&2$367ZE
* ^lbR1l+
* &x("-
XL>

A y4L("E
$3./*56zE6LXX)43*563-
436LXE
6Yx89ﬃ:<}3=6Y:a*563-l&E
6Y439ﬃ$36L9T56zV
9ﬃ* ^7zCW6LT|ﬁ63- 2002 #,_TUA 8a434L("X)*58-
E
+C*54L63-<&)63-\("*59ﬃ6ZE6BT(7-
("*5X)XP("-4L6E
+.(0&)1
$3.(0&2*543*56L-~>

6V
9ﬃ6L./*5639xV
9ﬃ* ^(7$'&2$BE$L43639ﬃ-
$7("+
.(0&21
$3.(0&)*543*563-7gh92("-
L("*5Xyi6L("-b;*5639ﬃ926_a63929ﬃ6
S
VW8+
9,X28-/92pT56z4L63-<&)92("T?E
("-
XfTUA $3T("CD892(0&2*58-sE6
T(kg892./6Y./8aE
639ﬃ-
6_E
6-
8.kC
9263+^sE
8.("*5-6LXyE
63Xx.(0&)1$L.(0&2*5`l+
63Xw>\cﬀ-8+&29ﬃ6
S
i6L("-b;ﬀ*563929ﬃ6
a639ﬃ926BE
63./63+
926_T56_VT5+
X%263+
-
6_9ﬃ$343*5V
*563-
E\("*59ﬃ6kE?A +-
6_./$3E\("*5T5T56Y%*563T5E
X
S
8C&26L-l+
663-
LŁ"
>
− o −
@,+R$'  -	Ä¦Ò¥§¬0¬:ªA·¯·Fª µ%n)§r»kt§²Å®w³C»>®´¸³§¦0³y¹>ª
(G, ∗) ¹¥§¦0¨¶·FªAÊb»0ªJ·(®±³C»>®½A·F½J´¸ªJ¦g®ªJ¨¾®
­F¦,c§ªA°±¨¾­FÆ0·¯ª§Ã
ÕVX§ny£%n)t¹X »0¦ µ%n)§r»ktªA¨¾®i¨¾³C¦É©q¥§°¾¹0­F¦0¥§·ÍÃ 	¦ µ%n)§r»ktªA¨¡®i¹0­¯®* ,«glg¬ oYtg¢¨±­Î·F¥·F³§­HªJ¨¾®i©A³§´¸´Ç»8®d¥M¿
®w­ªcCªLÃ
: °   "
Õ¥¬0·F»0¬0¥§°¾®É¹0ªJ¨ÉªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ªA¨É»0¨¾»0ªA·¯¨ªJ¦ ´¸¥L®±«0½A´¸¥L®w­¯Êb»0ª¢¨±³§¦b®¼¹0ªJ¨ W§°±³C»0¬:ªA¨É¥LÆH½J·F­FªJ¦ ¬H³C»>°·FªA¨
³C¬:½A°±¥L®w­¯³C¦0¨»0¨±»>ªA·F·¯ªA¨8Z
(Z,+), (R,+), (C,+), (Q,+)
²H³C» ªA¦0©J³C°±ª
(R∗,×), (C∗,×) ªJ® (Q∗,×)
¨±³§¦b®¹0ªJ¨`µ%n)§r$»ktﬃ©> ,«glg¬ oYtg¢ﬀ©EÃ
^8­
E
ªJ¨¾®R»0¦µªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fªº¦0­ ²·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fª¹0ªA¨¬HªJ°±´Ç»8®d¥L®±­F³C¦0¨i¹0ªJ¨R½J·F½A´ªA¦g®±¨¹0ª©AªE®RªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ª
S(E) ´»0¦0­Å¹0ª·4¥Ç·¯³C­Î¹0ª©J³C´¸¬:³C¨¾­¯®w­¯³C¦ o ªA¨¾®»0¦BWC°¾³C»0¬:ª¦>³C¦É©A³C´´Ç»>®w¥L®w­ªfÃ 
− o −
ﬂ ¯°

±  s±   ¯ I° -±
@,+R$'   ^8³C­¯ªA¦g®
(G, ∗) ªJ® (G′,⊥) ¹0ªJ»8À WC°±³C»>¬HªJ¨AÃ<ÄQ¦µ¥§¬0¬:ªA·¯·Fª k§ § §n
»k-o­© t³C»
 §n
»k-o­© tQ¹0ªWC°¾³C»0¬:ªA¨i¹0ª
G
¹¥L¦0¨
G′
²0®±³C»>®±ª¥§¬0¬0·¯­F©q¥M®w­F³§¦
f
¹0ª
G
¹¥§¦0¨
G′
®±ªA·¯·FªÊb»0ª Z
∀x, y ∈ G, f(x ∗ y) = f(x) ⊥ f(y).
×%i\i
Vg")g ﬀﬁ%d  ﬀ	"  ﬀ	 ﬀﬁ-ﬃ 
Ä¦P¹0­¯®Êb»0ª
f : G −→ G′ ªA¨¡®»0¦ o­©$§ §n
»k-o­© t¼¹0ªBWC°¾³C»0¬:ªµ¨±­ f ªA¨¡®»0¦P´³C°¾¬0«0­F¨¾´¸ª
Æ0­Ð¾ªA©J®±­dfÃ>ÕzXÔ¥§¬0¬>·F­F©A¥L®w­¯³C¦
f−1
ªA¨¡®¥§·F³C°¾¨ »0¦~o­©$§ §n
»k-o­© tQ¹0ª
G′
¹0¥§¦0¨
G
Ã
^8­
G = G′
²0»>¦­¯¨±³C´³C°±¬>«0­F¨¾´¸ª¹0ª
G
¹¥§¦0¨
G
ªJ¨¾®R¥§»0¨¾¨±­¥§¬0¬:ªA·¯½Q»0¦  %rspb§ §n
»k-o­© t¹0ª
G
Ã
   ¯

   "!
ÕVXÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ªR¹0ªJ¨ ¥§»>®±³C´³C°±¬0«>­F¨±´ªA¨
AUT (G)
¹_XÔ»0¦ WC°±³C»>¬Hª
G
ªA¨¾®·F»0­`¿.´ÓA´ª »0¦2WC°±³C»>¬Hª¬H³§»0°f·F¥
©A³§´¸¬:³C¨±­®w­¯³C¦ÎÃ
: °   "9
^8­Ñ¹>ªA»8À¢ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ªA¨
E
ªJ®
F
¨¾³C¦g®Ll&¸r-o »k§pbtg¢kp©
e
­F·SªEÀ8­F¨¡®wªﬁ»0¦0ªﬁÆ>­sÐ¾ªA©E®w­¯³C¦¢¹0ªﬁ·XÔ»0¦ c§ªA°¾¨·XØ¥L»>®w°¾ª$jE²
¥§·¯³C°±¨
(S(E), o) ªJ® (S(F ), o) ¨¾³C¦g®*o­©$§ §nb»kktﬃ©EÃ 
Õ¥É¦>³§®w­¯³C¦¢¹Xªo­©$§ §n
»k-o­© tﬁªA¨¡®Q®w°¾ÁA¨­F´¬H³§°¾®d¥L¦b®±ªªJ¦Ó¥L·­WCÁJÆ0°±ªLÃÎ¤RªJ»8À µ%n)§r»ktﬃ©­¯¨±³C´³C°¾¬0«0ªA¨
³C¦g®·4¥´ÓA´ªÇ¨¡®w°±»>©J®w»>°±ª  f ³C¦0¹0¥§´¸ªJ¦g®d¥§·¯ªA´ªA¦g®q²H­F·F¨©A³C°¾°±ªJ¨±¬:³C¦0¹0ªJ¦b®¥§» ´ÓA´ª WC°±³§»0¬HªÇ¥§Æ0¨¾®±°w¥§­®q²
ªJ®»0¦~o­©$§ §n
»k-o­© tQªJ¦b®±°±ªªA»À¼ªA¨¾®ªJ¦Êb»0ªJ·FÊb»0ª¨±³C°¡®wª»0¦¼©d«¥§¦W§ªA´ªA¦g®R¹>ª¹>­F©J®±­F³C¦>¦¥§­F°¾ª§Ã
− o −
@,+R$'    Ä¦¢¹0­¯®Êb»X »0¦0ª@n)tg¬ª %poY§¢ £R¹ºl&¸r-oq¨ %¬­tg¢_mﬃt R ªA¨¾®2mﬃ§ »ﬀ %po«¬­tÇ¥.cCªA©»0¦0ªE¬­§oQ£-t
mﬃ§ »k§$©goqpoY§¢4oq¢kpbtgng¢_t ⊥ ²¨¾­ xRy ªJ® x′Ry′ ªA¦g®±°w¥ﬂŁF¦0ª (x ⊥ x′)R(y ⊥ y′) Ã
: °   "9!
Ä¦ ¦0³§®±ª
nZ = {. . . ,−2n,−n, 0, n, 2n, 3n, . . .} ·Fªµ¨±³C»0¨¿bWC°¾³C»0¬:ª ¥§¹0¹>­¯®w­ªfQ¹0ª Z ¬H³§»0°·4¥Ó·F³C­
¹XÔ¥§¹0¹0­®w­¯³C¦
+
»0¨±»>ªA·F·¯ª§Ã Õ¥¸°¾ªA·F¥L®w­¯³C¦¹0ªBmﬃ§¢-µ%nrktg¢_mﬃt´¸³¹0»0·¯³ﬁ·YX ªA¦g®w­¯ªA°i¦¥L®±»0°±ªJ·
n
ªJ¨¾®·F¥@nﬃtg¬ª %poY§¢
£R¹ºl&¸r-oq¨ %¬­tg¢_mﬃtQ¹0½Eº¦0­Fª¬¥L°0Z
x ≡ y (mod n)⇐⇒ n|(x− y)⇐⇒ (x− y) ∈ nZ
ÕVXÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ªÊb»0³L®w­FªJ¦g®¹0ª
Z
¬¥§°Q©JªJ®¾®wª°±ªJ·4¥L®±­F³C¦¢¹_XÔ½JÊ»>­dcL¥§·FªJ¦0©AªªJ¨¾®¦0³§®±½
Z/nZ
Ã .·¹0½Eº¦0­®»0¦0ª
¬¥§°¡®w­®w­F³§¦¹0ªA¨ËªA¦g®±­FªA°¾¨°±ªA·F¥L®w­ªf ¨<ªJ¦
n
©A·F¥§¨±¨¾ªA¨¹X ½A·¯½A´ªA¦g®w¨½AÊb»0­ªcL¥§·FªJ¦b®±¨¬H³C»>°Å·4¥ ©A³§¦WC°±»>ªA¦0©Jªf´³8¹>»0·F³
n
Ã@Ë°w¥L¹0­¯®±­F³C¦0¦>ªA·F·¯ªA´ªA¦g®q²b³C¦¼½A©J°±­®
Z/nZ = {0¯, 1¯, . . . , n− 1} ÃÈ¦Lf{¥§­¯®A²>·F¥Ç·F³C­ + ªA¨¡® mﬃ§ »ﬀ %po«¬­t
¥.cCªJ©¶·F¥Ç°±ªA·F¥L®w­¯³C¦¹0ª©A³§¦WC°±»>ªA¦0©Jª¶´³8¹>»0·F³
n
²©AªÊb»0­´Ç»0¦0­®&·FªQÊb»0³L®w­FªJ¦g®
Z/nZ
¹X »0¦0ª¨¡®w°±»>©J®w»>°±ª
¹0ªWC°¾³C»0¬:ªQ¬H³C»>°
+
ÃÕVXØ¥L¬0¬0·F­¯©q¥L®±­F³C¦ﬀ¹0ª
Z
¹¥§¦>¨
Z/nZ
Êb»0­aﬁ»0¦¼ªA¦g®±­FªA°&°¾ªA·F¥L®w­ªfË¥§¨±¨¾³8©J­FªQ¨w¥ﬁ©J·4¥§¨¾¨±ª
´³8¹0»>·F³
n
ªA¨¡®¥§·F³C°¾¨&»0¦  §nb»k-o­© t ©grsn .tﬃmgpo  ¹0ªWC°¾³C»0¬:ªA¨AÃ 
− o −
	¦4µ%n)§r»kt¬:ªA»>®ÓE®w°±ªEtg¢-µ-tg¢'£%n)l¬¥L°&»0¦³§»¼¬>·F»0¨¾­FªA»>°±¨i¹0ª¨±ªJ¨½J·F½A´ªA¦g®±¨AÃ³C°±´ªA·¯·FªJ´¸ªJ¦b®A²8³§¦
¥ﬁ·4¥ﬁ¹0½Eº¦0­¯®±­F³C¦¨¾»0­dcL¥§¦g®±ª Z
@,+R$'    ^8­
A
ªA¨¡®»0¦>ª¸¬¥L°¾®w­¯ªﬁÊb»0ªA·¯©A³C¦0Êb»0ª¸¹X »0¦ µ%n)§r$»kt
G
²Å³§¦¥§¬>¬HªJ·F·Fª µ%n)§r$»ktEtg¢
µ-tg¢'£%n)lw»ﬀ %n
A
²·FªQ¬0·¯»0¨&¬HªE®w­®i¨±³C»0¨¿bWC°¾³C»0¬:ª§²¦0³L®w½
< A >
²0Êb»0­Å©J³C¦g®w­¯ªA¦g®
A
Ã
.·f{¥§»>®ªA¦g®±ªA¦0¹0°¾ª ¬>·F»0¨i¬:ªJ®w­®¥L»¨¾ªA¦0¨¹0ª·XÔ­¯¦0©A·¯»0¨±­¯³C¦¹¥§¦0¨©AªE®±®±ª¹0½Eº¦0­¯®±­F³C¦<Ã ÕªJ¨½J·F½J´¸ªJ¦b®±¨¹>ª
< A >
¨±³C¦g®ªJ¦~f{¥§­®·¯ªA¨Q¬0°¾³8¹0»>­¯®w¨R¹0ªA¨½A·¯½A´ªA¦g®w¨Q¹>ª
A
ªJ®¹0ª·¯ªA»0°­¯¦,cCªA°¾¨±ªLÃ 	¦ ½A·F½J´¸ªJ¦g®Q¹0ª
A
ªA¨¡®Ç»0¦ µ-lg¢_lgny %p(tgr-nÉ¹0» WC°¾³C»0¬:ª
< A >
ÃT^8­ |A| = 1 ²Ë³§¦¹0­®¶Êb»0ª < A > ªJ¨¾®  §¢_§&µg¢_tEÃÈ¦
¬¥§°¡®w­¯©A»0·¯­FªA°f»0¦É®wªA·W§°±³C»0¬:ªªA¨¡®®±³C»MÐ¾³C»>°±¨i¥§Æ:½A·¯­FªA¦<Ã
×%i%h
 !g-ﬁ.+ﬃ 
@,+R$'    	¦BWC°±³§»0¬Hª m ,mg¬ o¸rktªA¨¾®»0¦BWC°¾³C»0¬:ª  §¢_§&µg¢_tªJ®&º¦>­ÍÃ
: °   "  
^8­
n
ªA¨¡®»0¦¼ªA¦g®w­¯ªA°°±ªJ·4¥L®±­df²>·¯ª>µ%nﬃ§r$»kt
(Z/nZ,+)
´¸ªJ¦b®±­F³C¦>¦0½*a¸·YXÔÈ À8ªA´¬0·FªÛ8ÃØ×%iªA¨¡®R»0¦ µ%n)§r»kt
m ,mg¬ o¸rtEÃ
US³C»>°
n = 12
²Å³C¦ °±ªE®w°±³§»ﬀcCª·Fª©A³§¦0©AªJ¬>®Ç¹X «0³C°¾·F³\W§ªﬁÊ»>ªﬀ·YX ³C¦ ©A³§¦0¦¥ﬂŁ¯®¶¹>ÁA¨·YX ªA¦ﬀf{¥§¦>©Aª§Ã ­F¦0¨¾­
©q¥L·F©A»>·FªA°Êb»XÔ¥§·F·¯ªA°¥§»Ò·¯­¯®>a
9
«0ªA»>°±ªA¨ﬁ¹>»Ò¨±³C­¯°ªJ®Ç¹>³C°±´­F°
10
«0ªA»>°±ªA¨­F´¬0·F­¯Ê»>ª¹>ªﬀ¨±ª¸·FªgcCªA°¼a
7
«0ªJ»0°±ªJ¨¹0»¸´ﬀ¥L®±­F¦Î²L¦X ªA¨¾®°±­¯ªA¦¹XÔ¥§»>®w°¾ªÊb»0ª f{¥§­F°¾ª&·YXÔ¥§¹0¹0­®w­¯³C¦
9+10 = 7
¹¥§¦>¨f·¯ª W§°±³C»0¬:ªi©J©A·¯­FÊb»0ª
Z/12Z
Ã
¤Rª ´ﬀ¥§¦>­FÁA°¾ª WC½J¦0½A°±¥§·FªL² ·Fª¤WC°¾³C»0¬:ª
Z/nZ
ªJ¨¾®¼ªA¦ Êb»0ªA·¯Êb»0ªÓ¨¾³C°¾®±ª ·Fª¤WC°¾³C»0¬:ª ¹0ª ·YX «0³C°±·¯³\WCª
WC½J¦0½A°±¥§·F­¯¨±½Aªaﬁ»0¦>ª¶¬0·F¥§¦0ÁE®wªQ¨±»>°·F¥§Êb»0ªA·¯·Fª»>¦ﬁÐ¾³C»>°&¹0»0°±ªJ°w¥§­®
n
«0ªA»0°¾ªA¨JÃ 
ÕÅªA¨PWC°¾³C»0¬:ªA¨
Z/nZ
¨±³C¦g®ªA¦Lf{¥§­¯®&¹>ªÆ:³C¦0¨i°¾ªA¬0°¾½A¨±ªJ¦g®d¥§¦g®w¨¹0ªA¨ µ%n)§r$»ktﬃ© m mg¬ o¸rktﬃ© Z


¯     ³o
G
tﬃ©gpr-¢ WC°¾³C»0¬:ªQ©J©A·¯­FÊb»0ª@£R¹Ø³C°¾¹0°±ª
n
¶
 %¬­§n)©
G
tﬃ©gp o­©$§ §n
»kkt 	
Z/nZ
½
	¦¼µ%n)§r»ktwm ,mg¬ o¸rkt,ªA¨¡®Ë®±³C»MÐ¾³C»>°±¨ ,«glg¬ oYtg¢ÃqÕ¥ °¾½A©A­¯¬0°±³Êb»0ª,ªA¨¡®f{¥§»0¨±¨¾ª§Ã ½q¥§¦0´³C­¯¦0¨Î»0¦*WC°±³§»0¬Hª
¥§Æ:½A·¯­FªA¦º0¦0­ÅªA¨¡®®±³C»MÐ¾³C»>°±¨i·FªQ¬0°¾³8¹>»0­¯®&¹>ª¬>·F»0¨¾­FªA»>°±¨ µ%n)§r»ktﬃ© m ,mg¬ o¸rktﬃ©EÃ
− o −

v
uwv)( 
-0%*

/* / -:1¡+/   R+(
ÕÅªA¨ µ%n)§r»ktﬃ©E ,«glg¬ oYtg¢ﬀ© ´z¢ko­©³§¦b®ÇªA¦ f{¥§­®»0¦>ª¨¾®±°±»0©E®w»0°¾ªÉ¥§·­WC½JÆ0°±­¯Êb»0ª¸®±°±ÁA¨¨±­F´¬0·¯ª§Ã .·ªOÀ>­¯¨¾®±ª
»0¦0ª f ³C°±´ªR©A¥§¦0³C¦0­¯Êb»0ªR¬:³C»0°f·FªA¨°±ªA¬>°±½A¨¾ªA¦g®wªJ°0Z>·F¥.§n  t`¢_§n   %¬­t0£-t ³9 oqpqÃsUS³C»0°©A³C´¬0°±ªJ¦0¹0°¾ª
¨±³§¦½J¦0³C¦0©J½§² ­F·H¦0³C»0¨i´¸¥§¦0Êb»0ª·4¥ﬁ¬0°¾³C¬H³§¨±­¯®±­F³C¦ﬀ¨±»0­ªc§¥L¦b®±ª8Z
®*¯°V'±.q   ³o
G1, . . . , Gk
©$§¢kpw£-tﬃ© WC°±³C»>¬HªJ¨R¥§Æ:½A·¯­FªJ¦0¨ º¦0­¯¨
¶
 %¬­§n)©
G1 × · · · ×Gk tﬃ©gp
 %r,©ﬃ©gor-¢ WC°¾³C»0¬:ª¥§ÆH½J·F­¯ªA¦Éº¦0­T»k§r-n>¬ª E¬­§o»'n)§£%rsoqp oq¢'£%rsoqpbt
½!
¢]¬&¹  g»,»ktg¬q¬­t WC°¾³C»0¬:ª¶¬>°±³¹0»0­¯® £-tﬃ©
Gi ½
: °   "
U°±ªJ¦0³C¦0¨
k = 2
²
G1 = Z/7Z
´Ç»0¦0­Å¹0ª
+
ªJ®
G2 = {a, b} ´Ç»0¦>­Å¹0ª ⊥ ®wªA·¯·FªQÊb»0ª Z a ⊥ a = b ⊥
b = a
ªJ®
b ⊥ a = a ⊥ b = b Ã Õ¥ﬁ·F³C­H¬0°±³¹0»0­®i­F¦0¹>»0­¯®±ª¨±»0° G = G1 ×G2 ¦0³§®±½Aª > cC½J°±­ºª8Z
∀(x, y), (x′, y′) ∈ Z/7Z× {a, b}, (x, y)>(x′, y′) = (x + x′, y ⊥ y′).
G
ªJ¨¾®R¥§·F³§°±¨ »0¦4µ%n)§r»kt¼ ,«glg¬ oYtg¢*´z¢kof¬:³C»0°i©JªJ®±®±ª·F³C­ ²8¹Xqlg¬­l tg¢kp¢_tgrspn)t
(0¯, a)
Ã
¤¥§¦0¨©AªE®ªEÀ8ªA´¬0·Fª
G2
ªJ¨¾®¶­F¨¾³C´¸³§°±¬0«0ª a
Z/2Z
ZÅ¨±­
a
ªA¨¾®¶­F¹>ªA¦g®w­º½8a
0¯
ªJ®
b
a
1¯
²Å¥L·F³C°¾¨ ⊥
©A³§°±°±ªJ¨±¬:³C¦0¹ Æ0­FªJ¦ a
+
Ã¤¥§¦0¨·F¥¢´¸ªJ¨±»0°¾ª³\[Ï·YX ³C¦¬HªJ»>®¦0³§®±ªA°ﬁÊb»0ª
< a >= G2
²wo
½
t
½
G2
ªA¨¡®
´³C¦0³\WCÁJ¦0ªªJ®º¦0­ ² ¥§»>®w°¾ªA´ªA¦g®¹0­¯®©g8©J·F­¯Ê»>ª§² ªJ®©AªE®±®±ª¹0ªJ°±¦0­¯ÁA°±ª°¾ªA´¸¥§°±Êb»0ªªA¨¡®R»0¦>ª¥§¬>¬0·F­¯©q¥L®±­F³C¦
¹0­¯°±ªA©E®wª¹0»#@&«0½A°¾³C°±ÁJ´¸ª¶Û8ÃØÛ8Ã 
×%igÜ
Vg")g ﬀﬁ%d  ﬀ	"  ﬀ	 ﬀﬁ-ﬃ 
¯   I'¯       : q 
Õ¥*f ³C°¾´¸ª¦0³C°¾´ﬀ¥§·¯ªi¹0ª0^8´­¯®±«¸ªJ¨¾®»0¦0ªR°¾ªA¬0°¾½A¨¾ªA¦g®d¥L®±­F³C¦ﬀ©q¥§¦0³§¦0­FÊb»0ª¹XÔ»>¦EWC°±³§»0¬Hª¥§Æ:½A·¯­FªA¦º¦0­
e
ÖÔÛMÚ jEÃÈ·¯·FªQªA¨¡®»0¦©J³C°±³§·F·4¥L­F°±ª¹0ª·4¥Ç¬0°¾³C¬:³C¨±­®w­F³§¦¨±»0­ªcL¥§¦g®wª8Z
®*¯°V'±.q   ³o
G
tﬃ©gpr-¢Bµ%n)§r»kt* ,«glg¬ oYtg¢>´z¢ko
¶
 %¬­§n)©oq¬Tty·\o­©gpbt
G1, . . . , Gk
µ%n)§r$»ktﬃ©> ,«gl
¬ oYtg¢ﬀ©V´z¢ko­©
¶
pbtg¬ ©¼¸rkt
 G
tﬃ©gp o­©$§ §n
»kkt 	
G1 × · · · ×Gk ¶

»k§r-n*pb§r-p
i
¶
¬&¹º§n&£%n)t¼£-t
Gi
£%oq¨$o­©$t0¬&¹º§n&£%n)t>£-t
Gi+1 ½
^8­ ·XÔ³C°¾¹0°±ª¸¹0ª
G1
ªA¨¾®¨¡®w°¾­F©J®±ªA´ªA¦g®ﬁ¬0·¯»0¨¼W§°w¥§¦0¹Êb»0ª
1
² ³C¦¹>­¯®ÇÊb»0ª
G1 × · · · × Gk ªJ¨¾®·4¥
.§n  t0¢_§n   %¬­t0£-t0³9 oqp¹0»LWC°±³§»0¬Hª
G
Ã>È¦¼ªEÌ<ªE®q²8³C¦É¬HªJ»>®i¥§·¯³C°±¨f´¸³C¦g®±°±ªA°Ê»>ªQ©AªJ®¾®wª½A©J°±­®w»0°¾ª
ªA¨¡®»0¦0­FÊb»0ªL²ªJ®­F·<ªEÀ8­F¨¡®wª¬0·F»>¨±­FªJ»0°±¨i¥L·­WC³C°¾­¯®±«0´¸ªJ¨¬:³C»0°i·4¥Ç©A¥§·F©J»0·FªJ°
e
ÖÔÛMÚ jEÃ
  °R¯-±A- s' ﬀ' °ﬀ¯ -R¯ ﬀ I¯ﬂ± , ¯  ﬀ'T±
È¦>º¦Î²g³C¦ﬁ¬:ªA»8®,°w¥§¬0¬:ªA·¯ªA°S»0¦0ª&´¸¥§¦0­FÁJ°±ª®±°±ÁJ¨»>®w­¯·F­F¨¾½Aªf¬H³C»>°Ñ°±ªJ¬0°±½J¨±ªA¦g®±ªA°,·FªJ¨+WC°±³§»0¬HªJ¨Ñº¦0­¯´¸ªJ¦b®
WC½J¦0½A°¾½A¨AÃ^8­
Σ
ªA¨¡®»0¦ªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ªº¦0­Í²>¹0­¯®±¨&ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ª¹0ª>µ-lg¢_lgn& %pbtgr-nﬃ©E²>ªJ®i¨±­
R
ªJ¨¾®»0¦¼ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ª
¹0ª¬¥§­¯°±ªJ¨¹>ª´³§®±¨&¹0ª
Σ
²¹>­¯®iªA¦>¨±ªA´Æ0·Fª¹0ª n)tg¬ª %poY§¢ﬀ©C²¥§·F³§°±¨
< Σ|R > ªA¨¾®»0¦>ª¶°¾ªA¬0°¾½A¨±ªJ¦g®d¥L®±­F³C¦
¹0»BWC°±³§»0¬Hª
G
¹0½Jº¦>­Å¬¥§°Z

·¯ªA¨&½A·¯½A´ªA¦g®w¨i¹0ª
G
¨¾³C¦g®°±ªA¬>°±½A¨¾ªA¦g®w½J¨R¬¥L°&·FªA¨i´³§®w¨&¨¾»0°i·YXÔ¥§·F¬>«¥§Æ:ªJ®
Σ
²

¹0ªJ»8ÀÓ´¸³L®w¨©A³C°¾°±ªA¨¾¬H³§¦0¹0ªA¦g®Ç¥§»´ÓA´ª¸½J·F½J´¸ªJ¦b®¹0ª
G
¨X ­F·¯¨¨¾³C¦g®Ç©J³C¦WC°¾»0¨·XÔ»0¦a·XØ¥L»>®w°¾ª
´³8¹>»0·F³
R
²

·F¥Ç·F³C­Î¹>ª*W§°±³C»0¬:ªQªA¨¡®·4¥ﬁ©A³C¦>©q¥L®±½A¦¥L®±­F³C¦É¹0ªJ¨i´¸³§®±¨AÃ
Ä¦½J©A°¾­¯®¥§·¯³C°±¨
G =< Σ|R > Ã
: °   " 
^8­
n > 1
²Z³C¦¨w¥§­®Êb»0ª,·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ª¹0ªA¨Ë¬:ªA°±´»>®d¥L®±­F³C¦>¨Î¨±»0°
[1, n]
ªJ¨¾®TWC½A¦>½A°±½,¬¥L°Å·FªA¨Å®±°w¥§¦0¨¾¬H³§¨±­¯®±­F³C¦>¨
½A·¯½A´ªA¦g®d¥L­F°±ªJ¨
τi = (i, i+ 1)
Ã^8­
Sn
ªA¨¡®·¯ª0WC°±³§»0¬HªQ¹>ªA¨¬HªJ°±´Ç»>®w¥L®w­¯³C¦0¨ ¨¾»0°
[1, n]
²³§¦¥¥§·¯³C°±¨0Z
Sn =< τ1, . . . , τn−1|τ 2i = id, P, T >,
³\[]Z
P = {τiτj = τjτi/|i− j| > 1}
T = {τiτi+1τi = τi+1τiτi+1/i}
Ä¦¹>­¯®&Êb»0ª·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fª
T
©J³C°±°¾ªA¨¾¬H³C¦>¹¢¥§»8À°±ªJ·4¥L®±­F³C¦0¨&¹>ª®±°±ªJ¨±¨±ªLÃ 
×%i\¾
 P)_) 
 
ﬀﬁ	b  ﬀ	() 	Q#gﬂ	() 

7    DF @SPK

F>CEGI; 
 FGISPK SwG OwF0DRGISPK

ªJ®¾®wªﬀ¨¾ªA©E®w­F³§¦ÓªJ¨¾®Ç©J³C¦0¨±¥§©A°¾½Aª2a·YX ³CÆÐ¾ªE®¹0ª¸Æ0¥§¨±ªªA¦Ó­F¦ﬀf ³C°¾´ﬀ¥M®w­FÊb»0ª ZË·¯ª2µ%n& g»kktEÃÅÄQ¦Ó¹0³C¦0¦>ª
¥§»0¨¾¨±­¹>ªA¨½J·F½A´ªA¦g®±¨¹0ªµ®±«0½A³C°¾­Fª ¥.C¥§¦g®®w°±¥§­¯®¥§»8À ³CÆÐ¾ªJ®±¨¹0½J°±­dc§½A¨¹0ªJ¨Bµ%ny g»kktﬃ© Êb»0ª¢¨¾³C¦g®É·FªA¨
 %r-p(§  %pbtﬃ©
e
ªJ®iªJ¦0¨±»>­¯®wª·¯ªA¨pny %¢ﬀ©£%rkmgp(tgr-n)©j ³C»ÉªA¦>©A³C°¾ª·¯ªA¨ m& %np(tﬃ©EÃ

v Pv{x 
-0* 
}
/

ªJ®¾®wª&¨±ªJ©J®±­F³C¦ﬁ¬0°¾½A¨¾ªA¦g®wªi¹0ªJ»8Àﬁ¨¾³C°¾®±ªA¨¹0ªwW§°w¥§¬0«>ªA¨wZL³C°±­¯ªA¦g®w½J¨ÑªJ®¦>³C¦ﬁ³C°±­¯ªA¦g®w½J¨AÃgÕÅªJ¨Ñ¹0½Jº0¦0­¯®±­F³C¦0¨
¬0°¾½A¨±ªJ¦g®w½AªJ¨­¯©A­Ñ¨¾³C¦g®´ﬀ¥mÐ¾³§°±­¯®w¥§­F°¾ªA´ªA¦g®R®±­F°¾½AªA¨Q¹>ªﬁ·YX ³C»ﬀc°w¥%W§ªﬁ¹0ª°±½Jf ½J°±ªJ¦0©Aª¼Ö`Ù.h§Ú ²Î´ﬀ¥L­F¨­¯· ¦0ª f{¥§»>®
¬¥§¨(¬:ªA°±¹>°±ªi¹0ªPc8»>ªÊb»X ­F·ªOÀ>­¯¨¾®±ª¹0ª¦0³C´Æ0°±ªJ»0¨±ªJ¨¥§»8®w°±ªJ¨f¬>°±½A¨¾ªA¦g®d¥M®w­F³§¦0¨A²b´ÓA´ª¨¾­·FªJ¨f¹0­Ì<½J°±ªJ¦0©AªJ¨
¨±³§¦b®´­F¦0­¯´¸ªJ¨·F¥¬>·F»0¬¥L°¾®&¹0»É®wªJ´¸¬>¨
e
Ö ¾8ÙC² ×CÜMÚ jEÃ
Ä¦°w¥§¬>¬HªJ·F·FªiÊb»X »0¦ mﬃ§r$»'¬­tR¹_XÔ½J·F½A´ªA¦g®±¨¹0ª
S
ªJ¨¾®»0¦½A·¯½A´ªA¦g®f¹0»¬0°¾³8¹0»>­¯®f©q¥§°¡®w½A¨¾­FªJ¦
S×S  
­F¦g®±»0­¯®±­dcCªJ´¸ªJ¦g®ﬀ»0¦ ªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ª¢³C°±¹>³C¦0¦0½¤aÒ¹>ªA»8À ½A·¯½A´ªA¦g®w¨JÃ ÕÅª¢©A³§»0¬0·Fª
(a, b)
ªJ¨¾®É¹0­Ì<½J°±ªJ¦b®ﬀ¹0»
©A³§»0¬0·Fª
(b, a)
e
¨¾­
a 6= b jE²¥§·¯³C°±¨¶Êb»0ªÉ·FªA¨*»ﬀ %oqnﬃtﬃ© {a, b} ªE® {b, a} ¨±³C¦g®­¯¹0ªA¦g®w­¯Êb»0ªA¨JÃÈ¦ f{¥L­¯®Ç·¯ª
©A³§»0¬0·Fª
(a, b)
ªA¨¾®¹0½Eº¦0­f ³C°¾´¸ªJ·F·FªJ´¸ªJ¦g® ¬¥§°
(a, b) = {{a}, {a, b}} ªJ¦¼®±«0½A³§°±­FªQ¹>ªA¨iªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·FªA¨  Ã
− o −
@,+R$'  "    
 
¯ ﬀ°

4¯ -. 		¦2µ%ny g»kkt`§noYtg¢kpbl
G
ªJ¨¾®(»0¦©A³C»0¬>·Fª
(S,A)
²C³\[
S
ªJ¨¾®
»0¦¼ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·FªQº¦0­ÅªE®
A
»>¦0ª¶°¾ªA·F¥L®w­¯³C¦Æ0­¯¦¥§­F°¾ª¨±»>°
S
Ã:Ä¦¼¥§¬0¬:ªA·¯·FªQ¥L·F³C°¾¨0Z

©$§  tgpq©¹0ª
G
·¯ªA¨i½A·¯½A´ªA¦g®w¨&¹0ª
S
²

ªE®  %n)mﬃ©¹0ª
G
©AªA»À¼¹0ª
A
Ã
³C°±´ªA·¯·FªJ´¸ªJ¦b®A²H»>¦¥§°¾©ﬁ¹0ª
G
ªA¨¡®¹0³C¦0©»0¦ mﬃ§r»'¬­tﬁ¹0ª¨±³C´´¸ªE®w¨JÃÅÈ¦Ó¬¥L°¾®w­¯©A»0·¯­FªJ°A²<³§¦Ó¥L»>®w³C°¾­F¨¾ª
·FªJ¨*«g§rmg¬­tﬃ©E²>©%X ªA¨¾®¡¿(aM¿y¹0­F°¾ªQ·FªJ¨¥L°±©A¨i°¾ªA·F­F¥§¦g®&»0¦¼¨±³C´´ªJ®Pa·F»0­`¿.´ÓA´ª§Ã
@S°±¥§¹0­®w­F³§¦0¦0ªA·¯·FªJ´¸ªJ¦b®A²b³C¦É°±ªA¬>°±½A¨¾ªA¦g®wª»0¦LWC°±¥§¬0«0ªQ³C°¾­FªJ¦b®±½QªA¦®w°±¥  q¥L¦b®i»>¦@»k§oq¢kpf³C»»0¦ mﬃtgn)mg¬­t
¬:³C»0°Q©d«¥§Êb»0ª@©$§  tgp{²ÎªJ®»0¦0ª  ﬃmﬃkt¹X »0¦¨¾³C´´¸ªE®
a
c§ªA°±¨»0¦ ¨±³C´´ªJ®
b
¨¾­·Fªﬁ©J³C»0¬0·¯ª
(a, b)
ªA¨¡®»0¦ %n)mQ¹>» WC°±¥§¬0«0ªLÃ:Ä¦¹0­®iÊb»0ª·FªQ¨±³§´¸´ªJ®
a
ªA¨¾®·YXq§noªµ%oq¢_tQ³C»¼·4¥2©$§r-n)mﬃt¹0ª·YXÔ¥§°±©
(a, b)
ªJ®
Êb»0ª
b
ªA¦ªA¨¡®·F¥L£-tﬃ©gpoq¢' %poY§¢Ã Ä¦É¦0³§®±ª¬0¥§°yf ³C­¯¨i¥§»0¨¾¨±­
a→ b Ã
: °   "  
Õ¥  ­dWC»0°±ªRÛ8ÃØ×´³C¦g®w°¾ªR©A³§´¸´ªA¦g® ·¯ª´ÓA´ª WC°w¥§¬>«0ª³C°¾­FªA¦g®±½
Gmaison = (Smaison, Amaison)
¬:ªA»8®
ÓJ®±°±ª°±ªJ¬0°±½J¨±ªJ¦b®±½¹0ª¬0·¯»0¨±­¯ªA»0°¾¨&´ﬀ¥L¦0­FÁJ°±ªA¨JÃ .·ÅªA¨¡®¹0½Jº¦>­Ë¬0¥§°0Z
Smaison = {a, b, c, d, e} ªE® Amaison = {(a, c), (b, c), (c, d), (c, e), (a, b), (b, d), (d, e)}

− o −
@,+R$'  "  
 
¯ ﬀ°

 I''¯ -$ 	 	¦0WC°w¥L¬0«0ª!¢_§¢ §noYtg¢kp(l
G
ªJ¨¾®»0¦©A³§»0¬0·Fª
(S,A)
²
³\[
S
ªJ¨¾®»0¦¼ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ªQº¦0­Å¹0ª¨±³§´¸´ªJ®±¨&ªJ®
A
»0¦¼ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fª¹0ª`»ﬀ %oqn)tﬃ©¹0ª¨±³C´´¸ªE®w¨JÃ
6	  *	 	 4 !ﬁ/ﬁ)2	#ﬂ$ ﬀﬂ !42ﬀ 42
$#ﬂ$ ﬁ! 4$ﬁﬁ!#  $.)*# *	 
$ ﬀ &4$!#  $.)*# *	 ﬀ !2#
	 %%'
)2	#  42$.# $/ﬁﬀ" 	
# 	 ﬁ !42ﬀ  .$*%+
$ -!2&$*.!	 	**ﬁ
 ﬀ # 	*	#ﬂ	0ﬁ* 42!$#".*
×%igÛ
Vg")g ﬀﬁ%d  ﬀ	"  ﬀ	 ﬀﬁ-ﬃ 
a 
b c
ed
d
b
c
a 
d
b
c
e
a 
e
 	HÛ8Ã×

@Ë°±³C­¯¨&°±ªA¬>°±½A¨¾ªA¦g®d¥M®w­F³§¦0¨¹>» WC°±¥§¬0«0ª
Gmaison
Ã
È¦Ç¬¥§°¡®w­¯©A»0·¯­FªA°J²q·FªJ¨w«g§rkmg¬­tﬃ©¦0ª¨¾³C¦g®Ñ¬¥§¨S¥§»>®±³C°±­¯¨±½JªA¨ ¹0¥§¦0¨ »>¦¼WC°±¥§¬0«0ªf¦0³C¦³§°±­FªJ¦g®w½§ÃM¤Rª¬0·F»0¨J²mÆ0­FªJ¦
Êb»0ª·FªJ¨¥§°ÓE®wªA¨¨¾³C­FªJ¦b®¹>ªA¨`»ﬀ %oqn)tﬃ©¹0ª¨±³C´´ªJ®w¨J²<©ﬂXÔªJ¨¾®¾¿baM¿.¹>­F°±ªﬁ¹>ªA¨ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·FªA¨a¹0ªJ»8À ½J·F½A´ªA¦g®±¨
e
¦>³C¦³§°±¹0³C¦>¦0½A¨)jE²³C¦É»>®±­F·F­¯¨±ª«0¥§Æ0­¯®±»0ªA·¯·FªJ´¸ªJ¦b® ·4¥Ç¦0³§®w¥L®w­¯³C¦¨±»>­dcL¥§¦g®wªªA¦É®w«>½A³C°¾­FªQ¹0ªJ¨ WC°±¥§¬0«0ªJ¨AÃ
US¥§°ﬁ©A³§¦c§ªA¦g®w­¯³C¦Î²³C¦Ï©d«0³§­F¨±­®ﬁ¹0ª°¾ªA¬0°¾½A¨±ªJ¦g®wªA°»0¦0ª¼¥§°­ÓJ®±ª {a, b} ¦>³C¦Ï³C°±­¯ªA¦g®w½Jª¬¥§°ﬁ·4¥
¦>³§®d¥L®±­F³C¦
(a, b)
ÃÄ¦©A³C¦>¨±­F¹>ÁA°±ª¥§·¯³C°±¨ Ê»>ª
(a, b)
ªJ®
(b, a)
°¾ªA¬0°¾½A¨¾ªA¦g®wªJ¦b®·4¥´ÓA´ª&¥§°­ÓJ®wªLÃ
Ä¦¸°¾ªA¬0°¾½A¨±ªJ¦g®wªR»>¦ W§°w¥§¬0«>ª¦>³C¦¸³§°±­FªJ¦g®w½&¹0ªi´¸¥§¦0­FÁJ°±ª ®±°±ÁA¨,¦¥M®w»0°¾ªA·F·¯ª ªA¦¹0ªJ¨±¨±­¯¦¥§¦g®f¹0ªA¨,¬:³C­F¦g®w¨
³C»¹0ªA¨©AªA°¾©A·¯ªA¨¬:³C»0°°±ªJ¬0°±½J¨±ªA¦g®±ªA°·¯ªA¨¨±³C´´¸ªE®w¨J²:©J³C´´¸ª¹¥§¦>¨R·Fª©q¥L¨R¹0ªJ¨ WC°±¥§¬0«0ªJ¨R³C°¾­FªA¦g®±½A¨A² ªE®
ªA¦ﬁ®±°w¥  A¥§¦g®»0¦Ç®w°±¥§­¯® ªA¦g®w°¾ª&¹0ªA»Àﬁ©AªJ°±©J·FªA¨J²C¨±­8·4¥R¬0¥§­F°¾ª ¹0ª ¨¾³C´¸´ªJ®±¨Ñ©A³§°±°±ªJ¨±¬:³C¦0¹¥L¦b®±ª&ªA¨¡®,»0¦0ª&¥§°­ÓJ®±ª
¹0»BWC°w¥L¬0«0ª§Ã
− o −
.·'¸¥¹0ªA¨f·F­FªJ¦0¨,®w°±ÁJ¨ f ³C°¡®w¨(ªA¦g®w°¾ª WC°±¥§¬0«0ªJ¨³C°¾­FªJ¦b®±½A¨fªJ®f¦0³C¦³C°¾­FªJ¦b®±½A¨JÃ ³C°¾´¸ªJ·F·¯ªA´ªA¦g®,³C¦ﬀ¬:ªA»8®
¹0½Eº¦0­F°,·F¥ ¨%tgnﬃ©goY§¢4§noYtg¢kpblﬃti¹X »0¦ W§°w¥§¬0«>ª¦>³C¦¸³§°±­FªJ¦g®w½&ªJ®(·F¥8¨%tgn)©goY§¢@¢_§¢ §noYtg¢kpblﬃt¹X »0¦2W§°w¥§¬0«>ª
³C°¾­FªA¦g®±½§Ã Ñ®d¥§¦g®¹0³C¦>¦0½»>¦²WC°±¥§¬0«0ªÉ¦0³§¦ ³C°¾­FªA¦g®±½
G = (S,A)
²·4¥¨%tgn)©goY§¢§noYtg¢kp(lﬃtÉ¹>ª
G
ªJ¨¾®
·Fª WC°±¥§¬0«0ª³§°±­FªJ¦g®w½
G′ = (S,A′)
²S³%[
(a, b) ∈ A′ ¨±­ªE®Ç¨¾ªA»0·¯ªA´ªA¦g®ﬁ¨±­ (a, b) ∈ A Ã »>®w°¾ªA´ªA¦g®
¹0­®q²©d«¥§Êb»0ªµ¥§°ÓE®wª
(a, b)
¹0ª
G
ªJ¨¾®¸°±ªJ´¸¬0·F¥§©A½Jª¹0¥§¦0¨·4¥¤cCªA°¾¨±­¯³C¦ ³C°¾­FªJ¦b®±½Aª¼¬¥§°·FªJ¨¸¹>ªA»8À ¥§°¾©A¨
(a, b)
ªE®
(b, a)
Ã Ñ®d¥§¦g®¹0³§¦0¦0½»0¦ WC°±¥§¬0«0ª³§°±­FªJ¦g®w½
G = (S,A)
²Ñ·F¥ ¨%tgn)©goY§¢²¢_§¢ §ngoYtg¢kpblﬃt¹>ª
G
ªA¨¡®·Fª WC°w¥L¬0«0ªµ¦>³C¦ ³C°¾­FªJ¦b®±½
G′ = (S,A′)
²(³\[
(a, b) ∈ A′ ¨±­ªJ®¨¾ªA»0·¯ªA´ªA¦g®¨¾­ a 6= b ªE®
(a, b) ∈ A Ã R»8®w°±ªJ´¸ªJ¦g®¹0­¯®A²,·4¥~c§ªA°¾¨±­F³§¦P¦0³C¦ ³C°¾­FªJ¦b®±½Aª©A³C¦g®w­¯ªA¦g®·¯ªA¨ﬀ¥§°±©J¨¹0ª G  .¹0½AÆ¥L°w¥§¨¾¨±½A¨
¹0ª ·FªJ»0°³C°¾­FªJ¦b®w¥L®w­¯³C¦ µ¥§¬0°¾ÁA¨É¨±»>¬0¬0°±ªJ¨±¨¾­F³C¦ ¹0ªA¨ÉÆ:³C»0©J·FªA¨JÃ

ªA¬:ªA¦0¹0¥§¦g®q²i©A³C´´ª
(a, b)
ªE®
(b, a)
°±ªJ¬0°±½J¨±ªJ¦b®±ªA¦g®i»0¦0ª¨±ªJ»0·FªªJ®f´MÓJ´¸ª¥§°ÓE®wª¹¥§¦0¨f»0¦EWC°±¥§¬0«0ª¦0³C¦ﬀ³C°±­¯ªA¦g®w½L²·F¥c§ªA°¾¨±­F³§¦¦0³C¦¸³C°±­¯ªA¦g®w½Jª
¹X »0¦]WC°w¥L¬0«0ªﬁ³C°¾­FªA¦g®±½ﬁ¦0ªﬁ·4¥ﬀ©J³C¦g®w­¯ªA¦g®Êb»XÔ»>¦0ª¸¨¾ªA»0·¯ª f ³C­F¨J²<´ÓA´ªÇ¨±­ ·Fª WC°±¥§¬0«0ªﬁ³§°±­FªJ¦g®w½Ç©J³C¦g®w­FªJ¦g®
·FªJ¨&¹0ªA»À¥§°±©J¨
(a, b)
ªJ®
(b, a)
Ã
: °   " 
Õ¥  ­ WC»>°±ªÛ8Ã i°±ªJ¬0°±½J¨±ªJ¦b®±ª¸¹>ªA»8À~WC°±¥§¬0«0ªJ¨Q³C°±­¯ªA¦g®w½J¨
G1
ªJ®
G2
²ÅªE®»0¦]WC°w¥§¬>«0ªﬁ¦0³C¦ ³C°¾­FªA¦g®±½
G3
Ã
US³§»0°&³CÆ>®±ªA¦0­¯° ·4¥¼c§ªA°±¨¾­F³C¦É¦0³§¦¼³§°±­FªJ¦g®w½AªQ¹_XÔ»0¦LWC°±¥§¬0«0ªQ³§°±­FªJ¦g®w½§²8³C¦  ªJ¦0·FÁgcCª ·FªJ¨ ÂÁA©d«0ªJ¨i¹0ªA¨¥§°¾©A¨A²
³C¦ ¨±»>¬0¬0°±­¯´¸ªﬁªJ¦0¨±»>­¯®wªﬁ·¯ªA¨QÆ:³C»0©J·FªA¨ªE®·FªA¨¥L°ÓJ®±ªA¨¨±»>°±¦b»0´½A°w¥L­F°±ªJ¨QÊb»¥§¦0¹ ­F·SªA¦ ªEÀ8­F¨¡®wª¬0·F»>¨±­FªJ»0°±¨
Êb»0­,©A³C°¾°±ªJ¨±¬:³C¦0¹0ªJ¦b® a¼»0¦>ªﬀ´ÓA´ªﬁ¬¥§­F°¾ª¹0ªﬀ¨¾³C´¸´ªJ®±¨AÃ:­F¦0¨¾­
G1
ªE®
G2
³§¦b®¶·4¥´ÓA´ª cCªA°¾¨±­¯³C¦
¦0³C¦¼³C°¾­FªA¦g®±½Aª Z
G3
Ã
×%i
 P)_) 
 
ﬀﬁ	b  ﬀ	() 	Q#gﬂ	() 
US³C»>°¶³CÆ8®wªA¦>­F°·4¥@cCªJ°±¨±­¯³C¦³§°±­FªJ¦g®w½Aª¹X »0¦WC°w¥§¬>«0ª¸¦>³C¦³C°¾­FªJ¦b®±½§²Å³C¦Ó°±ªJ´¸¬0·F¥§©Aªﬁ©d«0¥§Êb»0ª¥§°­ÓJ®±ª
(a, b)
¬¥L°&·4¥Ç¬¥§­¯°±ªQ¹XÔ¥§°¾©A¨ {(a, b), (b, a)} ÃR­¯¦0¨±­ ²>·F¥¼cCªA°¾¨±­¯³C¦³§°±­FªJ¦g®w½Aª¹0ª G3 ªJ¨¾®·Fª0W§°w¥§¬0«>ª G1 Ã
ÕÅªA¨ WC°w¥L¬0«0ªA¨³C°¾­FªJ¦b®±½A¨
G1
ªJ®
G2
¥L¹0´¸ªE®±®±ªA¦g®ﬀ·F¥¢´MÓJ´¸ª@c§ªA°±¨¾­F³C¦ ¦0³C¦ ³C°¾­FªA¦g®±½Aª
G3
Ã
G1
ªA¨¾®¸·4¥
a
b
c
d
a
b
c
d
a
b
c
d
G1 G2 G3
 	:Û8Ã i

¤RªJ»8ÀBWC°±¥§¬0«0ªJ¨³§°±­FªJ¦g®w½A¨
e
G1
ªJ®
G2
jªJ®»0¦¼¦0³C¦É³C°¾­FªA¦g®±½
e
G3
jEÃ
cCªJ°±¨¾­F³C¦¼³C°±­¯ªA¦g®w½Jª¹0ª
G3
Ã 
^8­
(a, b)
ªA¨¡®»0¦ﬀ¥§°±©¹X »0¦ W§°w¥§¬0«>ª³§°±­FªJ¦g®w½
G = (S,A)
²b³C¦¹0­¯®(Êb»0ª
(a, b)
»ﬀ %ngp¹>»ﬀ¨±³§´¸´ªJ®
a
ªJ®> %nnoq¨%t¥§»¨¾³C´´¸ªE®
b
Ã^8­
(a, b)
ªA¨¡®»>¦0ª¥§°ÓE®wªQ¹X »0¦LWC°±¥§¬0«0ªQ¦0³§¦¼³§°±­FªJ¦g®w½
G = (S,A)
²0³§¦¹0­¯®
Êb»0ª
a
ªE®
b
¨±³C¦g®·FªJ¨¼ty·\pn)l oqpblﬃ©¹0ª
(a, b)
²ªE®iÊb»0ª
(a, b)
ªA¨¡®¼oq¢_mgo£-tg¢kpbt¥L»8ÀÉ¨±³§´¸´ªJ®±¨
a
ªJ®
b
Ã'^8­
(a, b)
ªJ¨¾®f»0¦0ª¥§°ÓE®wª³C»»0¦¥L°±©i¹X »0¦2W§°w¥§¬0«>ª
G = (S,A)
²g³C¦¹0­¯®,Êb»0ª·Fªi¨±³§´¸´ªJ®
b
ªJ¨¾®` ,£ J -mﬃtg¢kp
¥§»¨¾³C´´¸ªE®
a
Ã

»0¥§¦0¹·Fª WC°±¥§¬0«0ªªJ¨¾®&¦>³C¦³C°¾­FªA¦g®±½§²·4¥¶°¾ªA·F¥L®w­¯³C¦ﬀ¹XÔ¥§¹MÐ±¥L©AªA¦>©AªªJ¨¾®&¨{8´½J®±°±­¯Ê»>ª§²>ªE®
³C¦É¹0­®iÊ»>ª¶·¯ªA¨&¨±³§´¸´ªJ®±¨
a
ªJ®
b
¨¾³C¦g®*¨%§o­©goq¢ﬀ©EÃ
ÕÅª £-tYµ%nﬃl¹X »0¦¨¾³C´´¸ªE® ¹¥§¦>¨&»0¦LWC°w¥§¬>«0ªQ¦0³C¦³C°¾­FªJ¦b®±½QªA¨¡®i·Fª¦0³§´ÇÆ0°±ªR¹XØ¥L°ÓJ®±ªA¨iÊb»0­Î·¯»0­<¨¾³C¦g®
­F¦>©A­F¹>ªA¦g®wªJ¨AÃ9	¦¨±³C´´ªJ®i¹0³C¦g®·FªQ¹>ªWC°¾½¶ªJ¨¾®
0
ªA¨¾®¹0­®o­©$§¬­lEÃ¤¥§¦0¨»0¦BWC°w¥L¬0«0ª³C°±­¯ªA¦g®w½L²·Fª £-tYµ%n)l
©$§np
 %¢kp,ªJ¨¾® ·¯ª¦>³C´ÇÆ0°¾ª¹XÔ¥§°¾©A¨Êb»0­HªA¦¬0¥§°¾®±ªA¦g®q²ªJ®f·Fª¼£-tYµ%n)l>tg¢kpny %¢kpªA¨¾® ·Fªi¦0³C´ÇÆ>°±ªR¹_XØ¥§°¾©A¨fÊ»>­'
¥§°¾°±­dc§ªA¦g®qÃ0Õª £-tYµ%nﬃl¹X »0¦É¨±³C´´¸ªE® ¹¥L¦0¨&»0¦LWC°w¥L¬0«0ª³C°¾­FªJ¦b®±½ªA¨¡®i½Wg¥L·aÇ·4¥¶¨±³C´´¸ªR¹0ª¨±³§¦¼¹>ªWC°¾½
¨±³§°¾®d¥L¦b®ªE®¹>ª¨¾³C¦É¹0ªW§°±½ªA¦g®w°±¥§¦g®qÃ
− o −
ªq¥L»0©A³C»>¬ ¹>ª¢¹0½Jº0¦0­¯®±­F³C¦0¨¸¨±³C¦g®­¯¹0ªA¦g®±­FÊb»0ªA¨ﬀ¬H³C»>°·FªJ¨ WC°±¥§¬0«0ªJ¨³C°±­¯ªA¦g®w½J¨ªJ®ﬀ¦0³C¦ ³C°¾­FªA¦g®±½A¨A²
´¸¥§­F¨&©JªA°¾®w¥§­F¦>¨®±ªA°±´ªA¨i³C¦g®»0¦0ª¨±­dWC¦0­¯º0©q¥L®±­F³C¦É¹0­Ì<½J°±ªA¦g®±ª¶¨¾ªA·F³§¦Êb»X ­F·¯¨¨¾³C¦g®RªJ´¸¬>·F³$C½J¨¹¥L¦0¨·XÔ»>¦
³C»ﬁ·XØ¥§»8®w°±ªf©A³C¦g®±ªEÀ®wªLÃÄQ¦ﬁ¬:ªA»8®,°±ªA´¸¥§°¾Ê»>ªA°ÑÊb»X ³C¦ﬁ¬0°¾½Jf ÁA°¾ª&¬¥§°¾·FªA° ¹XØ¥L°±© ¹¥L¦0¨·Fªf©A³C¦g®wªOÀ®wªi³C°±­¯ªA¦g®w½
ªJ® ¹XÔ¥§°ÓE®wª ¹¥L¦0¨ ·¯ª©A³§¦b®±ªEÀ®wª¦0³C¦Ç³C°¾­FªJ¦b®±½§Ã

ªA¬:ªA¦0¹0¥§¦g®,·Fª,®wªA°¾´¸ªf¹XÔ¥§°ÓE®wª³§°±­FªJ¦g®w½AªªA¨¾®Ñ¥§»0¨¾¨±­0¥L¨±¨±ª 

f °±½JÊb»0ªA¦g®¬H³C»>°&¹0½A¨¾­ WC¦0ªJ°i»0¦µ¥L°±©§Ã
Ä¦µ¹0­®Êb»X ­F·ÅªOÀ8­F¨¾®±ª¶»>¦ mﬃkt oq¢ ¹¥§¦>¨
G = (S,A)
¹0»¨±³C´´¸ªE®
a
¥§»¼¨±³C´´ªJ®
b
²:¨JXÔ­¯·ÅªEÀ8­F¨¡®wª
»0¦0ª¨¾½AÊb»0ªA¦>©Aª
L
¹0ª¨±³C´´¸ªE®w¨&¹0ª
S
¹>ª·F¥¼f ³C°±´ª
L = 〈s0, s1, . . . , sk〉, ¥.c§ªA© s0 = a ªJ® sk = b,
ªJ®ﬀ®wªA·¯·FªÊ»>ª
(s0, s1), (s1, s2), . . . , (sk−1, sk) ∈ A ÃiÄ¦ ¹0­¯®¥§·F³§°±¨ﬀÊb»0ª L ªA¨¡®É»0¦ mﬃkt oq¢ ¹0ª
·F³§¦WC»0ªJ»0°
k
¹0ª
a
cCªJ°±¨
b
Ã ÕÅª©d«0ªJ´¸­¯¦¼ªJ¨¾®¹0­® lg¬­l tg¢kp
 %oqn)t¨¾­Å·FªA¨i¨¾³C´¸´ªJ®±¨
s0, . . . , sk
¨±³C¦g®i®w³C»>¨
¹0­¯¨¾®w­¯¦0©J®±¨¹0ªJ»8À aµ¹0ªA»À<ÃÑÕªﬀ©d«0ªA´­F¦
L
©J³C¦g®w­FªJ¦g®ﬁ·FªJ¨¨±³§´¸´ªJ®±¨
s0, s1, . . . , sk
ªJ®Ç·¯ªA¨ﬁ¥L°ÓJ®±ªA¨Ç³§»
¥§°¾©A¨
(s0, s1), (s1, s2), . . . , (sk−1, sk)
Ã>Ä¦¹0­¯®fÊb»0ªQ·Fª©d«0ªJ´¸­¯¦
L
ªA¨¾® »0¦mgoqn)mgrsoqp
e
°¾ªA¨¾¬ÎÃ>»0¦ m ,mg¬­t$j
¹0ªÇ·¯³C¦WC»>ªA»0°
k
¨±­
a = b
ªE®Q¨±­
G
ªJ¨¾®Q»0¦¤W§°w¥§¬0«>ªÇ³C°±­¯ªA¦g®w½
e
°¾ªA¨±¬<Ã<¦0³C¦ ³§°±­¯ªA¦g®w½.jEÃ_^8­ ·¯ªA¨R¨¾³C´´¸ªE®w¨
s0, . . . , sk−1
¨±³§¦b®i®±³C»0¨i¹0­F¨¡®w­¯¦0©J®±¨A²0³C¦¼¹0­®¥§·F³C°¾¨ Êb»0ª·FªQ©A­¯°±©J»0­¯®&³§»¼·¯ªQ©J©A·¯ª¶ªJ¨¾® lg¬­l tg¢kpY %oqnﬃtEÃ
×%i 	
Vg")g ﬀﬁ%d  ﬀ	"  ﬀ	 ﬀﬁ-ﬃ 
^X ­F· ªEÀ8­F¨¡®wª»0¦ﬀ©d«>ªA´­F¦
L
¹>ª
a
a
b
²8³§¦¸¹0­®(Ê»>ª
b
ªJ¨¾® -mﬃmﬃtﬃ©ﬃ©go«¬­tPa¶¬¥§°¡®w­¯°¹0ª
a
e
c8­F¥
L
jOÃ8¤R¥§¦0¨
·Fªﬁ©A¥§¨Q¦0³C¦ ³C°¾­FªJ¦b®±½§²Î©JªJ®¾®wª¦0³§®±­F³C¦ ªJ¨¾®¨y´½J®w°¾­FÊb»0ªL²ÅªJ®¦0³C»>¨¬:ªA°¾´¸ªE®¹0ªﬁ¹0½Eº¦0­F°Q·¯ªﬁ©A³C¦>©AªA¬8®¶¹>ª
©A³§¦0¦0ªEÀ8­®w½§Ã
@,+R$'  "9	Ä¦¹0­®&Êb»X »0¦4WC°±¥§¬0«0ª¦0³§¦³C°¾­FªJ¦b®±½
G
ªA¨¡® mﬃ§¢k¢_ty·st¨±­Å¬:³C»0°&¹0ªJ»8À¼¨±³§´¸´ªJ®±¨
¹0­¯¨¾®w­¯¦0©J®±¨&Êb»0ªA·¯©A³C¦0Êb»0ªJ¨
a
ªJ®
b
¹0ª
G
­¯·<ªEÀ8­¯¨¾®wªQ®±³C»MÐ¾³C»0°¾¨i»0¦©d«>ªA´­F¦É¹0ª
a
a
b
Ã
ÕÅªA¨0mﬃ§ »k§$© %¢kp(tﬃ© mﬃ§¢k¢_ty·stﬃ©R¹_XÔ»0¦2WC°w¥L¬0«0ªi¨±³C¦g®f©A³C¦>¨¾®w­®w»0½JªA¨(¹0ªA¨f©A·F¥§¨±¨¾ªA¨(¹XÔ½JÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦0©Jª¹0ª¨±³§´¿
´ªJ®w¨­F¦0¹0»>­¯®wªJ¨Ç¬¥§°·4¥µ°¾ªA·4¥M®w­F³§¦Ò¹X ½AÊb»0­dcL¥§·¯ªA¦0©Jª  ªJ¨¾®¥§©J©AªJ¨±¨±­¯Æ0·FªLa¢¬0¥§°¾®±­F°¹>ª dÃ 	¦ WC°±¥§¬0«0ª¦0³§¦
³C°¾­FªA¦g®±½ÇªA¨¡®©A³C¦0¦>ªEÀ8ª¨±­ÑªE®Q¨±ªJ»0·FªJ´¸ªJ¦b®¨JXÔ­¯· ©J³C´¸¬:³C°¡®wªÇ»0¦>ªÇªJ®»0¦>ªﬁ¨±ªA»>·Fªﬁ©A³§´¸¬:³C¨w¥L¦b®±ªÇ©A³§¦0¦0ªEÀ8ªLÃ
¤¥§¦>¨ﬀ·Fª©A³C¦g®±ªEÀ®wª¢³§°±­FªJ¦g®w½§²,³C¦ ¬¥§°±·¯ª¹>ª4WC°±¥§¬0«0ªJ¨ .§np(t tg¢kp8mﬃ§¢k¢_ty·stﬃ©E²ªJ®ﬀ·FªA¨¤mﬃ§ »k§$© %¢kpbtﬃ©
.§np(t tg¢kp mﬃ§¢k¢_ty·stﬃ©Ç¨¾³C¦g®Q·FªJ¨R©A·F¥§¨±¨¾ªA¨Q¹X ½AÊb»0­ªcL¥§·FªJ¦0©AªÇ¹>ªÇ·4¥°±ªA·F¥L®w­¯³C¦¼ªA¦g®w°¾ªﬁ¨±³C´´¸ªE®w¨  ¨±³§¦b®¥§©E¿
©AªJ¨±¨¾­FÆ0·¯ªA¨i´Ç»>®±»0ªA·¯·FªA´ªA¦g® dÃ
− o −
Õ¥ ¦>³§®w­¯³C¦¹Xªo­©$§ §nb»k-o­© tE²ËÊb»0ªÉ¦0³C»0¨¥.cC³§¦0¨¹0½Ð&a c»0ª§²¨JXÔ½E®wªJ¦0¹ ®±°±ÁJ¨¦0¥L®w»0°¾ªA·¯·FªA´ªA¦g®¥L»
©A³§¦b®±ªEÀ®wª¹0ªJ¨ WC°±¥§¬0«0ªJ¨A²ªE®¬:ªA°¾´¸ªE®i¹0ª¹0½Jº0¦0­F°&¬0·¯»0¨i©A·F¥§­F°¾ªA´ªA¦g®&·FªJ¨&©d«0³C¨¾ªA¨¼Z
@,+R$'  "9!	Ä¦ ¹0­¯®QÊb»0ª
f : S → S ′ ªJ¨¾®»0¦ o­©$§ §n
»k-o­© t¶ªA¦g®w°¾ª¹0ªA»8À WC°w¥L¬0«0ªA¨ G =
(S,A)
ªJ®
G′ = (S ′, A′)
¨¾­VZ
 (a, b) ∈ A⇐⇒ (f(a), f(b)) ∈ A′ ²
 f
ªA¨¡®»0¦0ª «o .tﬃmgpoY§¢ ¹>ª
S
¹¥§¦>¨
S ′
Ã
ÕÅªA¨PWC°±¥§¬0«0ªJ¨
G
ªJ®
G′
¨¾³C¦g®¥§·¯³C°±¨¹0­¯®±¨0o­©$§ §nb»kktﬃ©EÃ
¤RªJ»8À]WC°±¥§¬0«0ªJ¨ o­©$§ §n
»kktﬃ©ﬁ¨±³§¦b®0f ³§¦0¹¥§´ªA¦g®d¥L·FªA´ªA¦g®R·FªA¨R´MÓJ´¸ªJ¨AÃ .·¯¨¬:ªA»ﬀc§ªA¦g®¹XØ¥L­F·F·¯ªA»0°¾¨åÓE®w°¾ª
°±ªJ¬0°±½J¨±ªJ¦b®±½A¨Ç¬0¥§°·Fª´MÓJ´¸ª¹0ªJ¨±¨¾­F¦Î²¨±­,³C¦ ªJÌ<¥§©Jªﬀ·FªJ¨½J®w­¯Êb»0ªJ®¾®wªA¨¹0ªJ¨¨±³§´¸´ªJ®±¨AÃÈ¦Ó®±«0½A³C°¾­Fª¹0ªJ¨
WC°±¥§¬0«0ªJ¨A² ³C¦¼¨±ª¬0·4¥§©JªQ®w³C»MÐ¾³§»0°±¨i¹¥§¦>¨·XÔªJ¨±¬¥§©Jª¶Êb»0³L®w­FªJ¦g®¬:³C»0°i©JªJ®±®±ª¶°¾ªA·F¥L®w­¯³C¦¹X ­F¨±³§´¸³C°¾¬0«0­¯¨±´ª§Ã
R­¯¦0¨±­¬:ªA»8®¾¿.³§¦¬0¥§°±·¯ªA°¹0ªi·YX »0¦0­¯Êb»0ªPWC°w¥§¬>«0ªi¦0³C¦³C°±­¯ªA¦g®w½i©J³C¦0¦0ªOÀ>ª a¹0ªA»8À¨¾³C´´¸ªE®w¨A²§©q¥§°®w³§»0¨,·FªA¨
WC°±¥§¬0«0ªJ¨(¦>³C¦³C°±­¯ªA¦g®w½J¨©A³C¦0¦>ªEÀ8ªA¨Qa¹0ªA»8À¨¾³C´´¸ªE®w¨Ñ¨¾³C¦g®f¹0¥§¦0¨,·4¥´ÓA´ª ©A·F¥§¨±¨¾ª&¹X ­F¨±³§´¸³C°¾¬0«0­¯¨±´ª§Ã
¤¥§¦>¨R·4¥¨±»0­®wªL²:³§¦¢¦0ª>f{¥L­¯®¹0³C¦0©¶¬0·F»>¨¹0ª¶¹0­F¨¡®w­¯¦0©J®±­F³C¦¼ªA¦g®w°¾ªÇ»0¦0ª¶©A·F¥§¨±¨¾ª¹X ­F¨¾³C´¸³§°±¬0«0­¯¨±´ªQªJ®R»0¦
¹0ª¨±ªJ¨°¾ªA¬0°¾½A¨¾ªA¦g®d¥§¦g®±¨AÃ
Ä¦¬:ªA»>®¥§·¯³C°±¨¹0½Jº¦>­F°i·4¥Ç¦0³L®w­F³§¦¹0ª¨±³C»0¨¿bWC°±¥§¬0«0ªLÃ
@,+R$'  "   Ä¦¹0­®Ê»_XÔ»0¦ WC°w¥§¬>«0ª
Gs
ªA¨¡®»>¦ ©$§r,©µ%n& g»kkt¹_XÔ»0¦WC°w¥L¬0«0ª
G = (S,A)
²
¨X ­F·<ªEÀ8­F¨¡®wª
S ′ ⊂ S ªJ® A′ ⊂ A ®±ªA·F¨iÊb»0ª·FªJ¨PWC°w¥§¬>«0ªA¨ Gs ªJ® (S ′, A′) ¨¾³C­FªJ¦g®­¯¨±³C´³C°¾¬0«0ªA¨JÃ
¤¥§¦>¨©Jª¶©A¥§¨A²³§¦¼¹>­¯®iÊb»0ª·Fª0WC°±¥§¬0«0ª
G
mﬃ§¢kpoYtg¢kp·¯ªQ¨±³C»>¨¡¿bW§°w¥§¬0«>ª
Gs
Ã
− o −
    -±   k±.±.

 s±   ¯ °

-±%
ÕÅªA¨W§°w¥§¬0«>ªA¨Ë³C¦g® ½E®w½,®wªA·¯·FªJ´¸ªJ¦b®Ë½E®w»0¹0­¯½A¨
e
ªE® ·¯ª(¨¾³C¦g® ªJ¦0©A³§°±ª$jO²LÊb»0ª(¹0ª(¦0³C´ÇÆ>°±ªA»>¨±ªA¨Tf{¥§´¸­¯·F·¯ªA¨<¹>ª
WC°±¥§¬0«0ªJ¨³C¦g® ¹>ªA¨¦>³C´¸¨JÃ .¦ﬀf ³C°±´ªA·¯·FªJ´¸ªJ¦b®A²g»0¦0ª
J & oq¬q¬­t¹0ª WC°±¥§¬0«0ªJ¨ªJ¨¾®&·XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fª¹0ªJ¨QWC°±¥§¬0«0ªJ¨
Êb»0­ c§½A°¾­¯ºªJ¦b®»0¦0ª¢©JªA°¾®w¥§­F¦>ªµ¬0°¾³C¬0°±­¯½J®±½§²(³C»P¬0·¯»0¨±­¯ªA»0°¾¨AÃ Õ¥f{¥L´¸­¯·F·Fªﬀ·4¥Ó¬>·F»0¨¨¾­F´¬0·FªÉªE®·4¥ ¬0·F»0¨
©A³§¦0¦b»0ª¶ªJ¨¾®¨w¥L¦0¨i©A³C¦g®wªJ¨¾®±ª©AªJ·F·¯ª¹0ªA¨¼ %nJ«n)tﬃ©EÃ
@,+R$'  "	Ä¦ ¹0­®ﬀÊb»X »0¦WC°±¥§¬0«0ª¦0³C¦³C°±­¯ªA¦g®w½
G
ªA¨¾®ﬀ»0¦  %nJ«n)t¨X ­F·iªA¨¡®©A³§¦0¦0ªEÀ8ª¢ªE®
¥§©g8©J·F­¯Ê»>ª§Ã
×ﬂh 
 P)_) 
 
ﬀﬁ	b  ﬀ	() 	Q#gﬂ	() 
^8­
G
¦0ª©A³C¦g®w­¯ªA¦g®¥§»0©J»0¦©g©A·Fª´¸¥§­F¨&¦_XÔªJ¨¾®¬¥§¨i©A³§¦0¦0ªEÀ8ªL²:³§¦¬¥L°±·FªR¹0ª.§n $gp{Ã
: °   "
ÕÅªWC°w¥§¬>«0ª¦0³C¦¼³C°±­¯ªA¦g®w½
G3
¹0ª·4¥ S­ WC»0°¾ªÛ8Ã iªJ¨¾®»0¦  %n«n)tEÃ È¦¼°±ªJcL¥§¦>©d«0ª§²:¨w¥ cCªJ°±¨±­¯³C¦¼³C°±­¯ªA¦g®w½Jª
G1
¥§¹>´¸ªE®i»0¦ W§°w¥§¦0¹É¦0³§´ÇÆ0°±ª¹0ª©J­F°±©J»0­¯®±¨AÃ 
@,+R$'  "  ^8³C­®
n ≥ 1 ªE® Kn = ([1, n], An) ¹0½Eº¦0­Å¬¥L°0Z
∀1 ≤ i < j ≤ n, (i, j) ∈ An.
R·¯³C°±¨J²0³C¦É¹0­®iÊ»>ª
Kn
ªA¨¡®·¯ª*µ%ny g»kkt mﬃ§ »'¬­tgp!a
n
¨±³C´´¸ªE®w¨JÃ
È¦¼f{¥§­®
An
©J³C¦g®w­¯ªA¦g® ®±³C»>®wªJ¨ ·¯ªA¨ ¬0¥§­F°¾ªA¨Ë¹0ª¨¾³C´¸´ªJ®±¨ ¹0­¯¨¾®±­F¦0©E®w¨Ë¬H³C¨¾¨±­¯Æ0·FªJ¨A²m©%X ªA¨¡®¾¿(am¿.¹0­¯°±ª
n(n−1)/2
¥§°­ÓJ®wªJ¨AÃﬀUS³C»0°
n
¹0³C¦0¦>½§²>­¯·H¦_X ﬀ¥Êb»X »0¦LWC°w¥§¬>«0ªR©J³C´¸¬>·FªJ®wa
n
¨¾³C´´¸ªE®w¨
e
a­F¨¾³C´³C°±¬0«>­F¨±´ª¬0°±ÁJ¨ﬃjEÃ
Õ¥  ­dWC»0°¾ªﬀÛÃ h°±ªA¬>°±½A¨¾ªA¦g®wª·¯ª8WC°w¥§¬>«0ªﬀ©J³C´¸¬>·FªJ®
K4
a
4
¨±³C´´ªJ®w¨*aBWg¥§»0©d«0ªLÃ .·,©A³§¦b®±­FªJ¦b®Æ0­FªJ¦
(1,1)
(1,2)
(1,3)
(2,1)
(2,2)
(2,3)
(3,1)
(3,2)
(3,3)
 	:Û8Ã h

ÕÅª*W§°w¥§¬0«>ªQ©A³C´¬0·FªE®
K4
a
4
¨±³C´´¸ªE®w¨&ªE®·F¥ WC°±­¯·F·¯ª
L3,3
¹0ªQ®w¥§­F·¯·Fª
3× 3 Ã
4× 3/2 = 6 ¥§°­ÓJ®wªJ¨AÃ ¤RªQ¬0¥§°&¨w¥Ç¹0½Eº¦0­®w­F³§¦Î²>³C¦©J³C´¬0°±ªJ¦0¹ÉÆ0­FªJ¦Ê»>ª·¯ª`WC°±¥§¬0«0ªQ©J³C´¸¬>·FªJ® ¥§¹0´ªJ®
¹0ªJ¨¸¬0°¾³C¬0°¾­F½J®±½A¨©A³C´Æ0­F¦¥M®w³C­¯°±ªA¨ﬁ­¯¦g®w½A°¾ªA¨¾¨w¥§¦g®wªJ¨AÃ4	¦0ª¬¥§°¡®w­Fª¹>ª©JªA·F·¯ªA¨¿.©A­&ªJ¨¾®¸¹0½Jc§³C­F·¯½Aª¼¹¥§¦0¨·4¥
¬¥§°¡®w­¯ªQ©AªA¦g®±°w¥§·¯ªQ¹0ª¶©JªJ®¾®wªQ®w«0ÁJ¨±ªLÃ
¤¼XÔ¥§»>®w°¾ªA¨f{¥§´­F·F·¯ªA¨³C¦g®»0¦ ­F¦g®w½J°ÓJ®¦>³C¦ ¦0½WC·¯­ WCªA¥§Æ0·¯ª§ÃHÕË¥Bµ%noq¬q¬­tªJ¨¾®»0¦ ©A³C¦0©JªA¬>®¹0ª W§°w¥§¬0«>ª
Êb»0­ÅªA¨¡®®±°±ÁJ¨­¯´¸¬:³C°¡®d¥§¦g® ªJ¦¬>°w¥L®±­FÊb»0ª§Ã .·ÅªJ¨¾®·FªQ¨¾»0¬0¬:³C°¾®¹0ª¦0³§´ÇÆ0°±ªJ»8ÀÉ´³8¹>ÁA·FªJ¨ ªA¦¼¬0«,¨±­¯Ê»>ª§Ã
@,+R$'  "  Ä¦¼¹>­¯®iÊb»0ª
Lk,l = ([1, k]× [1, l], Ak,l) ªJ¨¾®»0¦0ª>µ%noq¬q¬­t¹0ªQ®d¥§­¯·F·¯ª k × l ¨¾­VZ
∀1 ≤ κ ≤ κ′ ≤ k, 1 ≤ λ ≤ λ′ ≤ l,
{(κ, λ), (κ′, λ′)} ∈ Ak,l ⇐⇒

((κ′ = κ)
ªE®
(λ′ = λ+ 1))
³C»
((κ′ = κ+ 1)
ªJ®
(λ′ = λ)).
: °   "!  
ÕÅªWC°w¥§¬>«0ªQ¹0ª¹0°±³§­¯®wªQ¹>ª·F¥  ­ WC»>°±ªÛ8Ã h°±ªJ¬0°±½J¨±ªA¦g®±ª·4¥ W§°±­F·¯·Fª
L3,3
¹0ªQ®d¥L­F·F·¯ª
3× 3 Ã 

v Pv)(  
*38%('ﬃ*>3>//53 3->* s *2893>/:*-
 
$  ﬀ -±
	¦0ªi¹0ªJ¨(¥§¬0¬0·¯­F©q¥M®w­F³§¦0¨S¹>ª·F¥R®w«0½J³C°±­¯ª ¹0ªJ¨W§°w¥§¬0«>ªA¨©A³§¦0©AªJ°±¦0ª©AªJ·F·Fª¹0ªA¨,·4¥L¦Wg¥%WCªJ¨AÃ&	¦·4¥§¦ﬀWg¥%WCª
¨±»>°»0¦Ï¥§·¯¬0«¥§Æ:ªJ®º¦0­(ªA¨¡®Ç»0¦¨¾³C»0¨¿.ªA¦>¨±ªA´Æ0·Fª¸¹0ª·YX ªA¦>¨±ªA´Æ0·Fª¹0ªA¨´¸³§®±¨¶¨¾»0°Ç©JªJ®ﬁ¥L·F¬0«¥LÆHªE®qÃËÕÅª
·F­¯ªA¦ªJ¦g®w°±ªQ©JªA¨i¹0ªJ»8À®±«0½A³C°¾­FªJ¨ ¨±ª`f{¥§­®&¥§»´³$CªJ¦¼¹_XÔ³CÆbÐ¾ªJ®w¨i¬¥L°¾®w­¯©A»0·¯­FªJ°±¨f¥§¬0¬:ªA·F½J¨* %rspb§  %pbtﬃ©g²>Êb»0­
¬:ªA»ﬀc§ªA¦g®gÓJ®±°±ª c»©J³C´´¸ª¹0ªA¨ WC°w¥L¬0«0ªA¨³C°±­¯ªA¦g®w½J¨»0¦¬:ªA»ﬀ¬¥§°¾®±­F©J»0·F­¯ªA°±¨JÃÄ¦ªA¦¹>³C¦0¦0ª¹XØ¥LÆH³C°¾¹·4¥
¹0½Eº¦0­¯®±­F³C¦Ef ³§°±´ªA·F·¯ª Z
×ﬂh0Ù
Vg")g ﬀﬁ%d  ﬀ	"  ﬀ	 ﬀﬁ-ﬃ 
@,+R$'  "  	¦  %rspb§  %pbtº¦0­ A ªA¨¾®»0¦¼Êb»0­F¦g®±»0¬0·FªE® (S, I, F, A,M) ®wªA·ÅÊb»0ª Z
 S
ªA¨¾®»0¦¼ªA¦>¨±ªA´Æ0·FªQº¦0­Å¹_XÔ½E®d¥L®±¨A²
 I
ªA¨¾®»0¦¼¨±³§»0¨¡¿yªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ª¶¹>ª
S
²>¹0­¯®iªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fª¹0ªJ¨i½J®d¥M®w¨i­F¦0­®w­F¥§»8ÀH²
 F
ªJ¨¾®»0¦¼¨±³C»>¨¡¿.ªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ª¶¹0ª
S
²0¹0­®iªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fª¹0ªA¨i½E®d¥L®±¨iº0¦¥§»8ÀH²
 A
ªJ¨¾®»0¦ªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ªº0¦0­Å¹0ª·FªE®±®w°¾ªA¨
e
¥§·F¬0«0¥§ÆHªE®jO²
 M
ªA¨¡®»>¦0ª¥L¬0¬0·F­¯©q¥L®±­F³C¦ﬀ¹0ª
S × (A ∪ {∅}) ¹¥§¦0¨ P(S) ²¹>­¯®wª`f ³§¦0©J®±­F³C¦¹0ªQ®±°w¥§¦0¨¾­¯®±­F³C¦ÎÃ
Ä¦¹0­¯®fÊb»0ª A ªA¨¡®>£-lgp(tgn  oq¢ko­©gpbt¨¾­ M ¬:ªA»>®`ÓJ®w°¾ª`c»0ª©A³§´¸´ªR»0¦>ªQ¥§¬0¬0·¯­F©A¥L®w­¯³C¦¸¹>ª S ×A ¹¥L¦0¨
S
²0ªJ®¨¾­ |I| = 1 Ã
Ä¦°¾ªA¬0°¾½A¨±ªJ¦g®wª·XØ¥L»>®w³C´¸¥L®±ª A ¬¥§°i·Fª0WC°±¥§¬0«0ªQ³§°±­FªJ¦g®w½ G ®±ªA·ÅÊb»0ª Z

·¯ªA¨&¨±³§´¸´ªJ®±¨&¹0ª
G
¨±³C¦g®·FªJ¨&½J®w¥L®w¨i¹0ª A ²

­¯·ÎªEÀ8­F¨¡®wª»0¦¥§°±©Q½E®w­¯Ê»>ªJ®w½¬¥L°
a ∈ A ªA¦g®±°±ª·YX ½J®d¥M® s ªE®·XÔ½E®d¥L® s′ ¨±­ M(s, a) = s′ ²

­¯·ÎªEÀ8­F¨¡®wª»0¦¥§°±©Q½E®w­¯Ê»>ªJ®w½¬¥L°

ªA¦g®±°±ª·YX ½J®w¥L®
s
ªE®·YX ½J®d¥M®
s′
¨¾­
M(s, ∅) = s′ ²

­¯·ÎªEÀ8­F¨¡®wª»0¦¥§°±©QªJ¦g®w°w¥L¦b®Pc§ªA°±¨·YX ½J®w¥L®
s
¨¾­
s ∈ I ²

ªE®·XÔ½E®d¥L®
s
ªA¨¡®°¾ªA¬0°¾½A¨¾ªA¦g®w½¶¬¥§°&»0¦¼¹0³C»0Æ>·FªQ©AªJ°±©J·Fª¨±­
s ∈ F Ã
: °   "!

³C¦0¨¾­F¹0½J°±³C¦>¨·XØ¥L»>®w³C´¸¥L®±ª A = (S, I, F, A,M) ¹0½Jº¦>­Å¬¥§°Z
S = {s1, s2, s3}
I = {s1, s2}
F = {s1, s3}
A = {a, b}
M :

(s1, a) → {s2, s3}
(s1, b) → {s2}
(s1, ∅) → ∅
(s2, a) → ∅
(s2, b) → ∅
(s2, ∅) → ∅
(s3, a) → {s3}
(s3, b) → {s3}
(s3, ∅) → {s1}

ªJ®¥§»8®w³C´¸¥L®wªQªJ¨¾®°±ªJ¬0°±½J¨±ªJ¦b®±½¨¾»0°i·4¥  ­dWC»0°±ªÛÃÜ8Ã 
Ä¦Ó¹0­®Êb»0ª¸·F¥ ¬­tﬃmgpr-n)t £R¹ rs¢  §p
w
¨±»0°·YXÔ¥§·¯¬0«¥§Æ:ªJ®Q´ÁA¦>ª¹_XÔ»0¦Ó½J®w¥L®
s1
aÉ»0¦ ½J®d¥M®
s2
¨X ­F·
ªEÀ8­¯¨¾®wª»0¦¢©d«0ªJ´¸­¯¦µ¹0ª
s1
a
s2
¹XÔ½E®w­¯Ê»>ªJ®±®±ª
w
´¸³¹0»0·¯³

ÃÅÄ¦¢¹0­®RÊb»0ªÇ·XØ¥L»>®w³C´¸¥L®±ª n)tﬃmﬃ§¢k¢' %¡qp&·¯ª
´³§®
w
¨±­
s1 ∈ I ªE® s2 ∈ F Ã
: °   "!9
Ä¦ﬀ°¾ªA¬0°¾ªA¦0¹·XÔªOÀ>ªJ´¸¬>·Fª¬0°±½J©A½A¹>ªA¦g®qÃ>Õª´¸³L®
baba
¬HªJ»>®`ÓE®w°¾ªR·F»¸¹0ª
s3
cCªJ°±¨
s3 e baba
jO²8¹>ª
s3
cCªA°¾¨
s1 e baba
j,ªJ®f¹0ª
s3
c§ªA°±¨
s2 e baba
jOÃ>È¦°¾ªJcL¥§¦0©d«0ªL²8©Jª´³§®(¦X ªA¨¡® ¬¥§¨(°±ªJ©A³C¦>¦»ﬀ¬¥§°,·YXÔ¥§»>®±³C´ﬀ¥M®wª§²
©q¥L°­¯·<¦0ª¬:ªA»>®ÓE®w°±ª·¯»¼¦>­Ia¬0¥§°¾®±­F° ¹0ª
s1
²0¦0­Iaﬁ¬¥L°¾®w­¯°&¹0ª
s2
Êb»0­Å¨¾³C¦g®·¯ªA¨&¹0ªJ»8À¼½J®w¥L®w¨i­¯¦0­¯®±­4¥§»8ÀHÃ
¤RªR´ÓA´ª§²g·¯ªi´¸³§®
b
¦X ªA¨¡® ¬¥§¨(°±ªJ©A³C¦>¦»<²8©A¥§°
s2
¦XÔªJ¨¾®¬¥§¨(»0¦ﬀ½E®d¥L®(º¦¥§· ÃbÈ¦°±ªgc§¥L¦0©d«0ª§²
abba
ªA¨¡®°±ªA©J³C¦0¦b»µ¬0¥§°&©AªE®R¥L»>®w³C´¸¥L®±ª§Ã
×ﬂhb×
 P)_) 
 
ﬀﬁ	b  ﬀ	() 	Q#gﬂ	() 
s1
s2
s3
a
a
b
a, b

 	HÛ8ÃÜ

$iªA¬0°¾½A¨±ªJ¦g®d¥L®±­F³C¦¼¹0ª·YXÔ¥§»>®±³C´ﬀ¥M®wª A Ã
 ﬃ®w³C»8®¥§»>®w³§´ﬀ¥L®±ª§²H³C¦ ¬HªJ»>®¶¥§¨±¨¾³8©J­FªA°Q·¯ªÇ·4¥L¦Wg¥%WCªÊ»_XÔ­¯·Ñ°±ªJ©A³C¦0¦0¥ﬂŁF®A²<©%X ªA¨¡®¾¿baM¿.¹0­¯°±ªﬁ·XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fª
¹0ªJ¨¶´³§®w¨°¾ªA©A³§¦0¦b»0¨¬¥L°·XØ¥L»>®w³C´¸¥L®±ª§ÃÅÕÅªA¨¶¥§»>®±³C´¸¥L®wªJ¨º0¦0­F¨¹0½E®wªA°¾´¸­¯¦0­F¨¡®wªJ¨°¾ªA©J³C¦0¦¥§­¯¨±¨¾ªA¦g®Ç»0¦>ª
©A·F¥§¨±¨¾ªµ¹0ª·4¥§¦ﬀWg¥%WCª®w°¾ÁA¨¨¾­F´¬0·FªÉ¹0­®wª¼©A·F¥§¨±¨¾ªµ¹0ªJ¨·4¥§¦ﬀWg¥%WCªJ¨°±¥L®w­¯³C¦0¦0ªJ·F¨JÃfÈ¦ f{¥L­¯®q²­¯·i¨XÔ¥%WC­¯®¸¹0ªJ¨
·4¥L¦Wg¥%WCªJ¨ﬀ¬:³C»0°¸·FªA¨¾Êb»0ªA·¯¨­F·ªEÀ8­F¨¡®wª¢»>¦0ª¢ªEÀ8¬0°¾ªA¨¾¨±­F³§¦ °¾½WC»>·F­FÁJ°±ªLÃ Ä¦ ¦0ª¢¹>½J®d¥L­F·F·¯ªÉ¬¥§¨©Jª¢¬H³§­F¦g®qÃ
^8ª°¾ªA¬:³C°¾®±ªA° aÖ i%h§Ú¬H³§»0°¬0·¯»0¨Ç¹0ªﬀ¹0½J®w¥§­F·¯¨AÃ ÄQ¦¬:ªA»8®¥§»0¨¾¨±­ ´³C¦g®w°¾ªA°ÇÊb»0ª®±³C»>®ﬁ¥L»>®w³C´¸¥L®±ª¸º¦0­
ªA¨¡®Ç½JÊ»>­dcL¥§·FªJ¦g® a¼»0¦¥§»>®±³C´¸¥L®wªº¦0­(ªJ®¶¹0½J®±ªA°¾´¸­¯¦0­F¨¡®wª§Ã

ªJ·4¥¨¾­ WC¦>­¯ºªÊb»X ­F·(ªEÀ8­F¨¡®wª¸®±³C»MÐ¾³C»>°±¨»0¦
¥§»>®±³C´¸¥L®wª&º¦0­:¹0½E®wªA°¾´¸­¯¦0­F¨¡®wªÊb»0­H°¾ªA©J³C¦0¦¥ﬂŁ¯®·¯ª´ÓA´ª·4¥§¦WC¥%WCªiÊb»XÔ»>¦¥§»>®±³C´ﬀ¥M®wªiº¦0­:¹0³C¦0¦0½LÃ>¤ª
¬0·¯»0¨A²­¯·<ªEÀ8­¯¨¾®wª»0¦>ª¶¬0°¾³8© ¹0»0°¾ª¶¥L»>®w³C´¸¥L®±­FÊb»0ª¬:³C»0° ®±°±³C»ﬀc§ªA°i»0¦É®wªJ·¥§»>®w³§´ﬀ¥L®±ª§Ã


¯ kR±ﬀ% I¯±
Ñ®d¥§¦g®¹0³C¦0¦0½»0¦µ¥§»>®w³§´ﬀ¥L®±ªº¦0­¹0½E®wªA°¾´¸­¯¦0­F¨¡®wª A ²·4¥ﬁ¬0°¾ªA´­FÁJ°±ª©d«0³C¨¾ª a f{¥§­F°¾ªQªA¨¾®¹0ª¹0½J®±ªA°¿
´­F¦0ªJ°Ñ·Fª&·F¥§¦Wg¥%W§ª L Ê»>ª A °±ªJ©A³C¦>¦¥ﬂŁF®AÃ 	¦>ªPf ³§­F¨Ñ¹0½E®wªJ°±´­F¦0½ L ªJ¦¸°¾½A¨±³§·dcL¥§¦0¦g®(·Fª ¨{¨¾®wÁJ´¸ª­F¦>¹0»0­¯®
¬¥§°·YXÔ¥§»>®w³§´ﬀ¥L®±ª§²Ë³C¦Ï¬HªJ»>® c§³C»0·F³§­F°Ç½E®w»0¹0­¯ªA°Ç©JªA°¡®d¥§­¯¦0ªA¨ﬁ¨¡®d¥L®±­F¨¾®±­FÊb»0ªJ¨ﬁ¨±»0° L Ã ÕÅªA¨@pn& %¢ﬀ©£%rkmgpbtgrsn)©
¬:ªA°±´ªJ®¾®wªJ¦b®¥§·¯³C°±¨¹0ª©q¥§·¯©A»0·¯ªA°&©AªJ°¾®w¥§­F¦0ªJ¨i¨¾®d¥M®w­F¨¡®w­¯Ê»>ªA¨i¨±»0°i·¯ªA¨&´³§®w¨&¹0»¼·4¥L¦Wg¥%WCªLÃ
@,+R$'  " 	¦]pn& %¢ﬀ©£%rkmgpbtgrsnÇªJ¨¾®»0¦¼¥§»>®±³C´¸¥L®wª¨¾»0°i»0¦¼¥§·F¬>«¥§Æ:ªJ®
A× Z ²0³\[ A ªJ¨¾®i»0¦
¥§·¯¬0«¥§Æ:ªJ®i¹0ª·¯ªJ®±®±°±ªJ¨A²0ªE®
Z
»0¦ÉªA¦>¨±ªA´Æ0·Fª¹0ª0cL¥§°±­F¥§Æ0·¯ªA¨AÃ
^8­
a ∈ A ªJ® z ∈ Z ²ÎªJ®¨X ­F· ªOÀ8­F¨¾®±ªﬁ¹0ªA»À ½J®w¥L®w¨ s1 ªJ® s2 ®wªJ·F¨Êb»0ª M(s1, (a, z)) = s2 ²H³C¦ ¦0³§®±ª
a/z
·YX ½J®w­¯Êb»0ªJ®¾®wªÉ¹0ª¼·YXÔ¥§°±©ªJ¦b®±°±ª
s1
ªJ®
s2
¬:³C»0°©AªE®±®±ª¼®±°w¥§¦0¨¾­¯®±­F³C¦Î² ¹¥§¦0¨·4¥ °¾ªA¬0°¾½A¨±ªJ¦g®d¥L®±­F³C¦¹0»
®w°±¥§¦0¨¾¹0»0©J®±ªA»0°JÃ
^8­ LA×LZ ªA¨¾®f·Fªi·F¥§¦Wg¥%W§ª&°±ªA©J³C¦0¦b»¬¥L°f©Jª®±°w¥§¦0¨¾¹0»0©E®wªA»>°A²³C¦¸¦>³§®wª SZ ·4¥¨±½J°±­Fª WC½J¦0½A°±¥L®w°¾­F©Aª
¹0ªJ¨f³©A©J»0°±°¾ªA¦0©JªA¨(¹0ªA¨(´¸³L®w¨¹0ª LZ ´³8¹>»0·F³·¯ªA¨,°±ªJ·4¥L®±­F³C¦>¨Ñ¹0ªi©A³C´´Ç»>®w¥L®w­¯³C¦0¨ÑªJ¦g®w°±ª·FªJ¨Vc§¥L°±­4¥LÆ0·FªJ¨AÃ
Ä¦¹>­¯®i¥§·¯³C°±¨&Êb»0ª·¯ª®w°w¥L¦0¨±¹0»>©J®wªJ»0°¬0°±³¹0»0­®i·4¥Ç¨±½J°±­¯ª
SZ
Ã
: °   "!9!
	¦>ª¥L¬0¬0·F­¯©q¥L®±­F³C¦¶©A·F¥§¨±¨¾­FÊb»0ª&¹0ªJ¨,®±°w¥§¦>¨±¹0»0©E®wªJ»0°±¨(ªA¨¡®f¹>ª©A¥§·F©J»0·FªJ°Ñ·Fª¦0³C´ÇÆ0°¾ª&¹0ªi´¸³L®w¨Ñ¹X »0¦0ª&®w¥§­F·¯·Fª
¹0³C¦>¦0½Aª¹_XÔ»0¦·4¥§¦WC¥%WCª°w¥L®±­F³C¦>¦0ªA· ÃR^8­f³§¦¬0°¾ªA¦0¹·¯ª¸·F¥§¦Wg¥%W§ª°¾ªA©J³C¦0¦b» L ¬¥L°¶·XØ¥§»8®w³C´¸¥L®wª A ¹>ª
Wg¥§»>©d«0ªR¹0ª·4¥  ­dWC»0°¾ªRÛÃ ¾¬¥§°(ªEÀ8ªA´¬0·¯ª§²b³C¦¬HªJ»>®©J³C¦0¨¡®w°±»>­F°±ª·Fª&®±°w¥§¦0¨¾¹0»0©E®wªA»>° T ¹0ª¹0°¾³C­¯®±ª¬:³C»0°
©A³§´¸¬>®±ªA°&·¯ªQ¦0³C´ÇÆ0°¾ª¹0ª
a
¬¥L°
x
ªJ®·FªR¦0³C´ÇÆ0°¾ª¹0ª
b
¬¥§°
y
²0¹¥§¦>¨·¯ªA¨i´³§®w¨&¹0ª L Ã
×ﬂh,i
Vg")g ﬀﬁ%d  ﬀ	"  ﬀ	 ﬀﬁ-ﬃ 
s1s1
s2s2
a
a
b
a/x
a/x
b/y
A T
 	HÛÃ ¾

ÕzXÔ¥§»>®±³C´¸¥L®wª A ªJ®·¯ª®w°w¥L¦0¨±¹0»>©J®wªJ»0° T Ã
Ä¦¬:ªA»8®i½A©A°¾­F°¾ª·¯ªQ¨y¨¾®±ÁA´ª¶¨¾»0­dcL¥§¦g®Z
S1(x, y) = xS2(x, y)
S2(x, y) = xS1(x, y) + yS2(x, y) + 1
¤¼X ³\[¼·4¥Ç°±½J¨±³C·¯»>®w­¯³C¦]Z
S2(x, y) =
1
1− y − x2
S1(x, y) =
x
1− y − x2
US³§»0°i³CÆ>®wªJ¦0­F°·FªQ¦0³C´Æ0°±ªQ¹0ª´³§®w¨&¹>»¼·F¥§¦Wg¥ﬂWCª L °±ªJ©A³C¦0¦b»¼¬¥§° A Êb»0­Å³C¦g®i®d¥§­¯·F·Fª n ²­F·<¨¾»®¹0ª
®w°¾³C»ﬀc§ªA°·FªQ©A³ª ©J­FªA¦g®¹0ª
zn
¹0ª
S1(z, z) =
z
1−z−z2
Ã'^8­Å³§¦Bc§ªA»>®R©A³C¦0¦0¥ﬂŁF®±°±ªQ·Fª¦0³§´ÇÆ0°±ª¹0ª´³§®w¨
¹0ª L Êb»0­H©J³C¦g®w­¯ªA¦0¦0ªJ¦g® n ·¯ªJ®±®±°±ªJ¨¥§»¸®w³§®w¥§· ªJ® p ·FªE®±®w°¾ªA¨ a ²8­¯·kf{¥§»>®f©q¥§·¯©A»0·¯ªA°(·Fª©A³ª ©A­¯ªA¦g®&¹0ª znxp
¹0ª
S1(zx, z)
Ã 

v Pv |
*,-38/ 8<%(' /+(R*>38%,+->/
	¦0ª~m& %ngpbtE²³C»m& %npbtBmﬃ§ «oq¢' %pb§oqn)t¸ªA¨¾®»0¦Ò³CÆbÐ¾ªJ®Ç»>¦Ò¬HªJ»Ò¬0·¯»0¨¶©J³C´¬0·FªOÀ>ª¸Êb»XÔ»>¦ WC°w¥L¬0«0ª§Ã
.¦ﬀf ³C°¾´¸ªJ·F·¯ªA´ªA¦g®q²M©%X ªA¨¡®f·¯ª ¬0·¯³C¦WCªJ´¸ªJ¦b®,¹_XÔ»0¦8WC°±¥§¬0«0ª&©J³C¦0¦0ªOÀ8ª¨¾»0°»0¦0ªi¨±»>°yf{¥§©Jª&³C°±­¯ªA¦g®d¥§Æ>·Fª§Ã%US³C»>°
¬0·¯»0¨&¹0ª¹0½J®w¥§­F·¯¨A²0©J³C¦0¨¾»0·¯®±ªA°ÖÙ MÚ Ã
: °   "!  

³C¦0¨¾­F¹0½J°±³C¦>¨&·Fª W§°w¥§¬0«>ª©A³C´¬0·¯ªJ®Qa
4
¨±³§´¸´ªJ®±¨A²
K4
Ãk^8­H³C¦©A³§¦0¨±­¯¹0ÁA°¾ª·Fª¬0·F³C¦ﬀWCªA´ªA¦g® ©J·4¥§¨¾¨±­¯Ê»>ª
¹0ª©AªWC°±¥§¬0«0ª¹¥L¦0¨i·FªQ¬0·F¥§¦
e
©JfÃ  ­ WC»>°±ªÛ8ÃØÛ\jE²>³C¦É³CÆ>®w­¯ªA¦g®·4¥Ç°¾ªA¬0°¾½A¨±ªJ¦g®d¥L®±­F³C¦¼¨±»0­ªcL¥§¦g®wª8Z
σ = (1, 2, 3)︸ ︷︷ ︸
a
(4, 5, 6)︸ ︷︷ ︸
b
(7, 8, 9)︸ ︷︷ ︸
c
(10, 11, 12)︸ ︷︷ ︸
d
,
α = (1, 11)︸ ︷︷ ︸
(a,d)
(2, 4)︸ ︷︷ ︸
(a,b)
(3, 9)︸ ︷︷ ︸
(a,c)
(5, 10)︸ ︷︷ ︸
(b,d)
(6, 7)︸ ︷︷ ︸
(b,c)
(8, 12)︸ ︷︷ ︸
(c,d)
.
×ﬂh\h
 P)_) 
 
ﬀﬁ	b  ﬀ	() 	Q#gﬂ	() 
1
2
3
4 5
6
7
89
10
11
12
a
b
c
d
F1
F2 F3
F4
 	HÛÃÛ

U,·¯³C¦WCªJ´¸ªJ¦g®i¹0ª
K4
¹¥§¦0¨i·FªQ¬>·4¥§¦ÎÃ
ÕÅªA¨!f{¥§©JªA¨i¨±³C¦g®¹0³C¦0¦>½AªA¨¬¥§°&·¯ªA¨&©g8©J·FªJ¨¹0ª
σα
Z
σα = (1, 12, 9)︸ ︷︷ ︸
F1
(2, 5, 11)︸ ︷︷ ︸
F4
(3, 7, 4)︸ ︷︷ ︸
F2
(6, 8, 10)︸ ︷︷ ︸
F3
.
Õ¥`f{¥§©Aª
F4
ªJ¨¾®(·4¥
J -mﬃtPoq¢.´z¢koYtEÃCÕÅª!WCªJ¦0°±ª
g
¹0ª&©AªE®±®wªi©A¥§°¾®±ª&ªA¨¾®(¹0³§¦0¦0½Jª¬0¥§°·4¥³C°¾´Ç»0·¯ª ¹XÔÈ,»>·FªA°!Z
2(g + 1) = N(σ)−N(α) +N(σα),
³\[
N(σ)
e
°±ªJ¨±¬ÎÃ
N(α)
²<°¾ªA¨±¬<Ã
N(σα)
jªJ¨¾®Q·¯ª¦0³C´Æ0°±ªÇ¹>ªÇ©J©A·¯ªA¨Q¹0ª
σ
e
°±ªJ¨±¬ÎÃ
α
²:°±ªA¨¾¬ÎÃ
σα
jEÃHÈ¦
¬¥§°¡®w­¯©A»0·¯­FªA°J²8³§¦°¾ªJ®w°¾³C»ﬀc§ª¶·¯ª`f{¥§­¯®&Êb»0ª©JªJ®±®±ª¶©A¥§°¾®±ªQ¨±ª¹0ªA¨¾¨±­¯¦0ª¹¥§¦0¨i·4¥ﬁ¬0·F¥§¦Î²0©A¥§°
g = 0
Ã
ÕÅª>WC°±¥§¬0«0ª¨±³§»0¨¡¿Ð±¥§©AªJ¦b®RªA¨¡®¹0½Eº¦0­Ë¬¥§°i·FªJ¨ªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·FªJ¨R©J³C°±°¾ªA¨±¬:³C¦0¹0¥§¦g®Q¥§»8À¼©g©A·FªJ¨AÃ R­¯¦0¨±­·4¥
©q¥L°¾®wª¹0½Eº¦0­¯ª¬0¥§°0Z
σ = (1, 3, 2)︸ ︷︷ ︸
a
(4, 5, 6)︸ ︷︷ ︸
b
(7, 8, 9)︸ ︷︷ ︸
c
(10, 11, 12)︸ ︷︷ ︸
d
,
α = (1, 11)︸ ︷︷ ︸
(a,d)
(2, 4)︸ ︷︷ ︸
(a,b)
(3, 9)︸ ︷︷ ︸
(a,c)
(5, 10)︸ ︷︷ ︸
(b,d)
(6, 7)︸ ︷︷ ︸
(b,c)
(8, 12)︸ ︷︷ ︸
(c,d)
,
©%X ªA¨¡®¾¿baM¿.¹0­¯°±ª³\[ ³C¦Ò¥É½A©d«0¥§¦WC½¸·YX ³C°±¹0°¾ª¹0ªA¨Æ0°±­¯¦0¨
2
ªE®
3
¥§»>®±³C»0°¹0»Ó¨±³C´´¸ªE®
a
ªA¨¡®¹>­¯ÌH½A°±ªJ¦g®wª
¹0ª·F¥µ¬0°¾½A©A½J¹0ªA¦g®±ª§Ã,È¦Ï°±ªJcL¥§¦>©d«0ª§²Ñ·¯ª WC°±¥§¬0«0ªﬀªA¨¾®·¯ªﬀ´ÓA´ª§Ã^8­³§¦°±ªWC¥§°±¹0ªﬀ·FªA¨>f{¥§©AªJ¨Ç¹0ª©AªE®±®±ª
¦0³C»scCªA·¯·FªQ©A¥§°¾®±ª§²³C¦¼¦X ªA¦É®w°±³§»ﬀcCª¬0·¯»0¨iÊ»>ª
2
 »0¦0ª¹0ªQ®d¥§­¯·F·¯ª
9
ªJ®»0¦0ª¹0ªQ®w¥§­F·¯·Fª
3
Z
σα = (1, 12, 9, 2, 5, 11, 3, 7, 4)︸ ︷︷ ︸
F ′1
(6, 8, 10)︸ ︷︷ ︸
F ′2
.

ªJ®¾®wªf ³C­F¨·FªzWCªJ¦0°±ª(¹0ªf·4¥&©q¥§°¡®wªc§¥L»>®
1
ÃLÄ¦¦0ª(¬HªJ»>®Ñ¹>³C¦0©(¬0·F»0¨Ë·4¥&°¾ªA¬0°¾½A¨±ªJ¦g®wªA° ¨±»0°S»0¦¬0·F¥§¦Î²Z´¸¥§­F¨
¨±»>°R»0¦p(§n)t
e
©gfÃ  ­dWC»0°¾ªÛ8Ã \jEÃHÄ¦µ¬:ªA»>®©A³C¦g®±­F¦b»0ªA°R¥§­F¦>¨±­Í²ªE® f{¥L­F°±ª·¯ª´ÓA´ªQ®b¬Hª¶¹XÔ³§¬H½J°w¥L®±­F³C¦0¨
¨±»>°·¯ªQ¨±³C´´ªJ®
b
²¬¥§°&ªOÀ>ªJ´¸¬>·FªªA¦¼½A©d«¥L¦WCªq¥L¦b®·YX ³C°¾¹0°±ª¹>ªA¨Æ0°±­¯¦0¨
5
ªJ®
6
Z
σ = (1, 3, 2)︸ ︷︷ ︸
a
(4, 6, 5)︸ ︷︷ ︸
b
(7, 8, 9)︸ ︷︷ ︸
c
(10, 11, 12)︸ ︷︷ ︸
d
.
×ﬂhbÜ
Vg")g ﬀﬁ%d  ﬀ	"  ﬀ	 ﬀﬁ-ﬃ 
1
1
2
2
33
4
4
5
56 6
7
7
8 8
9
9
10
10
11
11
12
12
a
a
b
b
c c
d
d
F ′1
F ′2
F ′′1
F ′′2
 	:Û8Ã 

¤RªJ»8À¼¬0·F³§¦WCªA´ªA¦g®±¨&¹0­¯ÌH½A°¾ªA¦g®w¨i¹0ª
K4
¨±»>°·¯ª®w³C°¾ª§Ã
­¯ªA¦Ò¨  0°A²Ñ³§¦Wg¥§°±¹>ª¸®w³§»MÐ¾³C»0°¾¨Ç·4¥µ´ÓA´ªﬀ¹>½Jº¦0­®w­¯³C¦Ò¬:³C»0°
α
Ã

ªE®±®wªEf ³§­F¨A²Ë³C¦®±°±³C»scCªªA¦>©A³C°¾ª
2
f{¥§©JªA¨ ZÎ­¯·S¨JXØ¥%W§­¯®QªJ¦0©A³C°¾ªﬁ¹X »0¦ ¬0·F³C¦ﬀWCªA´ªA¦g®¨¾»0°Q·Fª p(§n)t
e
©JfÃ  ­dWC»0°¾ªﬁÛ8Ã ,jEÃµ¥§­¯¨©AªE®±®wªﬁ©A¥§°¾®±ªﬁªA¨¡®
¹0­Ì<½J°±ªA¦g®±ª¹>ª·F¥Ç¬0°±½J©A½J¹0ªA¦g®wªL²H©A¥§°i·FªJ¨wf{¥§©AªJ¨¨¾³C¦g®¹>ª®w¥§­F·¯·Fª
8
ªJ®
4
²0ªE®¦>³C¦É¬0·F»0¨
9
ªE®
3
Z
σα = (1, 12, 9, 2, 6, 8, 10, 4)︸ ︷︷ ︸
F ′′1
(3, 7, 5, 10)︸ ︷︷ ︸
F ′′2
.
^8­Å³C¦¥§¬0¬>·F­FÊb»0ªQªJ¦0©A³§°±ª»0¦0ª®w°w¥L¦0¨±¬:³C¨±­®w­¯³C¦
e
Êb»0­Å©J³C¦0¨±ªJ°yc§ªÇ·FªJ¨&¨±³C´´¸ªE®w¨)jPa
σ
² ¥L·F³C°¾¨&³C¦°¾ªJc­FªJ¦g®
¥§»©A¥§¨ ¹0»ﬀ¬0°±ªJ´¸­¯ªA°¬>·F³C¦W§ªA´ªA¦g®¨¾»0° ·¯ª®±³C°±ª
e
Êb»0­¯®¾®wª`a°±ªJ¦c§ªA°¾¨±ªA°i½gcCªA¦g®±»0ªA·¯·FªA´ªA¦g®&·XÔ³§°±­FªJ¦g®d¥L®±­F³C¦
¹0ªﬁ·F¥¸¨±»>°yf{¥§©Jª$jEÃÎÈ,¦¤f{¥§­®q²:³C¦ ¬:ªA»>®Q´³C¦g®w°¾ªA° f{¥L©A­F·¯ªA´ªA¦g®Ê»>ªﬁ·FªA¨®w°±³§­F¨R¬>·F³C¦W§ªA´ªA¦g®w¨¹>ª
K4
¨±»>°
»0¦0ª¨¾»0°yf{¥§©Jª¶³§°±­FªJ¦g®d¥§Æ0·¯ªÊb»0ª·YX ³C¦¼¥ﬁ´¸ªJ¦b®±­F³C¦>¦0½A¨i¨±³§¦b®·¯ªA¨i¨±ªJ»0·F¨i¬:³C¨±¨¾­FÆ0·¯ªA¨AÃ 
×ﬂh,¾
")&ﬃ !ﬀ"ﬃ'"ﬃﬃs	&#) 

7

 NwDTHJSPK A>NP=@NwDFGDTHO SPK
¤¥§¦0¨i©JªJ®±®±ªQ¨±ªJ©J®w­¯³C¦Î²0³§¦¨±ª¹0³C¦0¦>ªQ»0¦ mﬃ§nb»k©Q¹0ªQÆ¥§¨¾ªQ©A³C´´Ç»>®w¥L®w­ªf
K
Ã 	¦ mﬃ§n
»k©ªA¨¡®iªA¦@f{¥§­¯®
»0¦¢ªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ª¶´Ç»>¦0­S¹>ª¶¹0ªJ»8Àµ³C¬H½J°w¥L®±­F³C¦>¨
e
¬­§o­© £-t mﬃ§ »k§$©goqpoY§¢ﬀ©*oq¢kpbtgng¢_tﬃ©j!c§½A°¾­¯º ¥§¦g®©AªJ°¾®d¥L­F¦0ªJ¨
¬0°¾³C¬0°±­¯½J®±½A¨AÃﬀU ¥§°ªEÀ8ªA´¬0·FªL²
C
²
R
³C»ªA¦>©A³C°¾ª
Q
´Ç»0¦>­F¨¹>ª
+
ªJ® × ¨¾³C¦g®&¹0ªJ¨&©A³C°¾¬0¨ ©A³§´¸´Ç»8®d¥L®±­df ¨AÃ
U·F»0¨!f ³C°¾´¸ªJ·F·¯ªA´ªA¦g®q²·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fª
K
´Ç»>¦0­Å¹0ª ⊥ ªJ®  ªA¨¡®»>¦ mﬃ§n
»k©¨±­VZ
 (K,⊥) ªJ¨¾®»0¦4µ%nﬃ§r$»kt¼ ,«glg¬ oYtg¢µ¹_XÔ½J·F½A´ªA¦g®¦0ªJ»>®w°¾ª 0K ¹0­¯® lg¬­l tg¢kpz¢kr-¬Y²
 (K∗, ) ªA¨¾®»0¦4µ%n)§r»ktQ¹XÔ½J·F½J´¸ªJ¦b®¦0ªJ»>®w°¾ª 1K ¹0­¯®>lg¬­l tg¢kpr-¢koqpblE²
  ªA¨¡®¼£%o­©gpno«r-poq¨%t¬¥L°°±¥§¬0¬:³C°¾® a ⊥ ²©%X ªA¨¡®¾¿(am¿.¹0­¯°±ªQÊb»0ª¬H³§»0°&®w³C»>® x, y, z ∈ K ² ³C¦¼¥@Z
x  (y ⊥ z) = (x  y) ⊥ (x  z)
(y ⊥ z)  x = (y  x) ⊥ (z  x)
³\[
K∗ = K \ {0K} Ã Õ¥Ò·F³§­ ⊥ ªA¨¾®¥§·F³C°¾¨¥§¬>¬HªJ·F½Aª ,£,£%oqpoY§¢²(ªJ®É·F¥Ó·F³§­   r-¬ po »'¬ oYm& %poY§¢ÃQ^8­
x, y ∈ K ²g³§¦¸¦0³L®wª¥§»0¨¾¨±­ xy ¬:³C»0° xy Ã-^8­ (K∗, ) ªA¨¡®»>¦2WC°¾³C»0¬:ª¥§ÆH½J·F­¯ªA¦Î²§¥§·F³C°¾¨·Fª&©J³C°±¬0¨ K ªA¨¡®
¹0­®`mﬃ§  rspY %po OÃbÕÅªJ¨f½J·F½A´ªA¦g®±¨(¹_XÔ»0¦¸©A³C°¾¬0¨(¨±³C¦g®f¥§»0¨¾¨±­:¥§¬0¬:ªA·¯½A¨P¢_§ «n)tﬃ©EÃUS³C»0°,¬0·¯»0¨,¹0ª¹0½J®w¥§­F·¯¨A²
¨±ª°¾ªA¬:³C°¾®±ªA° aÉÖ ¾MÚÍÃ
Ä¦¬:ªA»>®¥§·¯³C°±¨¹0½Jº¦>­F°i»0¦0ª ©$lgnoYt µ-lg¢_lgny %pnoYmﬃt¨¾»0°
K
Ã
@,+R$'  "!   US³C»>°»0¦>ª¨±»>­¯®wª {an}n∈N ¹X ½A·¯½A´ªA¦g®w¨¹0ª K ² ·F¥@©$lgnoYt`µ-lg¢_lgny %pnoYmﬃt f(z) ¹>ªA¨
¦0³C´Æ0°±ªJ¨
an
ªJ¨¾®*Z
f(z) =
∑
n≥0
anz
n.

X ªA¨¾®»0¦0ª ©$lgnoYt .§n  tg¬q¬­t¨¾»0°
K
ªA¦¼·4¥@¨ %no ,«¬­t .§n  tg¬q¬­t
z
Ã
ÕVXÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fª¹0ªA¨f¨±½J°±­FªJ¨QWC½J¦0½A°±¥L®w°¾­F©JªA¨(ªA¦
z
¨¾»0°
K
ªJ¨¾®¦0³§®w½
K[[z]]
Ã>ÕÅª©J³8ª ¸©J­FªJ¦b®¹0ª
zn
¹¥§¦>¨
·4¥¨¾½A°¾­Fª
f(z)
ªA¨¡®,¦0³§®±½
[zn]f(z)
²o
½
t
½
[zn]f(z) = an
Ã
.¦0¹0½A¬:ªA¦>¹¥§´´¸ªJ¦b®,¹>ªi®±³C»>®±ª&©A³C¦0¨¾­F¹0½J°w¥L®±­F³C¦
¹0ªmﬃ§¢k¨%tgnYµ-tg¢_mﬃtE²Z³§¦Ç¬HªJ»>®Ñ¹>½Jº¦0­¯°Tf ³C°¾´¸ªJ·F·¯ªA´ªA¦g®»0¦Ç©JªA°¾®w¥§­F¦¦0³C´ÇÆ0°¾ªf¹_XÔ³C¬:½A°±¥L®w­¯³C¦0¨Ë¨±»0° ·FªA¨V©$lgnoYtﬃ©
µ-lg¢_lgny %pnoYmﬃtﬃ©ªE®»8®w­F·¯­F¨¾ªA°¹>ªA¨´¸½E®w«0³¹0ªA¨&¹>ª@m& %¬­mgr-¬R %¬ µ-l«no¸rtEÃ

v

v{x
$+-Î-0+/ -2-Î->* 3->+=8H/Ï%,-ﬀR+(R*,+.-0/
ÕÅªA¨¼¨±½A°¾­FªJ¨BW§½A¦0½J°w¥L®±°±­F©JªA¨¼¨±³C¦g®¼·Fª ´³$CªA¦ ·Fª ¬>·F»0¨É©A·F¥§¨±¨¾­FÊb»0ª ¬:³C»0°É½A¦b»0´½A°¾ªA°¼»0¦0ª¤f{¥§´­F·F·¯ª
¹X ³CÆÐ¾ªE®w¨ ¨¾»0­dcL¥§¦g®&»0¦ﬀ¬¥§°w¥L´¸ÁE®w°±ªLÃﬀUË³C»0° »>¦0ªR®w°¾ÁA¨ Æ:³C¦0¦>ª­F¦g®w°¾³8¹>»0©J®±­F³C¦¸¨±»0° ·¯ª¨¾»MÐ¾ªJ®A²>¨¾ªQ°±ªA¬:³C°¡®wªA°
aÖØ× 	MÚ ²qªJ®Ë¬:³C»0°Å¥§¬>¬0°±³%f ³§¦0¹0­F°aÖÔ×²iMÚ Ã^8³C­® A »0¦ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ª¹X ³CÆÐ¾ªJ®±¨S¹>­F¨±©J°±ªE®w¨
e
¥L°±Æ0°¾ªA¨A²$W§°w¥§¬0«>ªA¨A²
´³§®w¨J²ÎÃ¯ÃÃ j&´»0¦0­Î¹X »0¦0ª®d¥L­F·F·¯ª¼Z
A −→ N
a 7−→ |a|
Ä¦¹>­¯®i¥§·¯³C°±¨&Êb»0ª A ªA¨¡®R»0¦ tg¢ﬀ©$t «¬­t mﬃ§ «oq¢' %pb§oqn)tEÃ
: °   "!
Ä¦ ¬HªJ»>®¬0°±ªJ¦0¹0°±ª¬:³C»0° A ·4¥Ef{¥§´­F·¯·Fª¹0ªA¨  %¢ko   %rﬂ·CÃ0	¦  %¢ko   %¬,¨±ª¹0½Jº0¦0­¯®¨¾»0°»0¦0ª8WC°±­¯·F·¯ªÇ×m¿
¤ ZË©%X ªA¨¡®ﬁ»0¦Ò¨¾³C»0¨¡¿yªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fªﬀ¹>ªﬀ©q¥L¨±ªA¨Ê»>­fªJ¨¾®ﬁ©J³C¦0¦0ªOÀ>ªLÃÑÕ¥ S­ WC»0°¾ªÛÃ 	¼¹0³C¦0¦0ªﬀ»0¦ªOÀ>ªJ´¸¬>·Fª§Ã
ÕVXØ¥L¦0­F´¸¥§·(ªA¨¾®©J³C¦0¨¾®±­¯®±»0½¹0ªA¨©A¥§¨±ªJ¨ W§°±­F¨¾½AªJ¨AÃ	¦Ï¹0ªJ¨¬0°±³CÆ>·FÁA´ªA¨³C»ﬀcCªJ°¾®±¨¹>ª¼·F¥¢©A³C´Æ0­F¦¥M®w³C­¯°±ª
©A³§¦b®±ªA´¬H³§°w¥§­¯¦0ªªA¨¾®R·YX ½A¦b»0´½A°±¥L®w­¯³C¦¹>ªA¨  %¢ko   %rﬂ·¢¨±»>­dcL¥§¦g®R·¯ªA»0°i®d¥L­F·F·¯ª  0­¯©A­·Fª¦0³C´Æ0°±ª¶¹0ª¶©A¥§¨±ªJ¨
¹0³C¦g®­¯·F¨Ë¨±³C¦g®©J³C¦0¨¡®w­¯®±»0½A¨JÃ ½A¥§¦0´³C­F¦>¨A²m·YX ½A¦b»0´½A°±¥L®w­¯³C¦¹0ª¬0·F»0¨¾­FªJ»0°±¨Ñ¨¾³C»0¨¿
f{¥§´­F·¯·FªA¨¹0ª A ¨±»0­ªc§¥L¦b®
·FªQ´ÓA´ªQ¬¥§°±¥§´ÁJ®w°¾ªQªA¨¡®©J³C¦0¦b»0ªLÃ 
×ﬂhbÛ
Vg")g ﬀﬁ%d  ﬀ	"  ﬀ	 ﬀﬁ-ﬃ 
 	:Û8Ã 	

	¦µ¥§¦>­F´¸¥§·H¹>ª®w¥§­F·¯·Fª
17
Ã
US³C»8®®w³C»8®ªA¦g®±­FªA°R¦¥L®w»>°±ªA·
n
²:³C¦ ¦0³§®±ª
an
·¯ª©A¥§°±¹0­¯¦¥§·¹0ªÇ·XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ª¹0ªJ¨Q³CÆÐ¾ªJ®±¨¹0ª A Êb»0­
¨±³§¦b®¹0ªQ®w¥§­F·¯·Fª
n
Ã
@,+R$'  "! Ä¦¼¹>­¯®iÊb»X »0¦µªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fª©J³C´ÇÆ0­¯¦¥L®w³§­F°±ª A ªJ¨¾® «oYtg¢ .§¢'£-l¨¾­VZ
∀n ∈ N, an = |{a ∈ A, |a| = n}| < +∞.
ÕÅªA¨(ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ªA¨,©A³§´ÇÆ0­F¦0¥L®w³C­¯°±ªJ¨Ñ©A³C¦>¨±­F¹>½A°±½J¨f¹0¥§¦0¨,·4¥Q¨±»>­¯®wª&¨¾³C¦g®(¨±»0¬0¬:³C¨¾½A¨Æ>­FªA¦ f ³C¦>¹0½A¨JÃ

ªE®±®±ª
«,¬H³§®±«0ÁA¨¾ªªA¨¾®©J³C´¸¬>·FÁJ®±ªA´ªA¦g® ¦0¥L®w»0°¾ªA·¯·FªªJ¦¼©J³C´ÇÆ0­¯¦¥L®±³C­F°¾ª§²b©q¥§°&³§¦¨X ­F¦g®w½J°±ªA¨¾¨±ª°w¥§°¾ªA´ªA¦g®Paﬁ¹0ªJ¨
ªA¦>¨±ªA´Æ0·FªJ¨¹0³§¦b®i­¯·ÎªEÀ8­¯¨¾®wª»0¦>ª­¯¦>º¦0­®w½Q¹X ³CÆÐ¾ªE®w¨¹0ªQ®d¥§­¯·F·¯ªº¦>­Fª§Ã
@,+R$'  "!9 Õ¥ ©$lgngoYtµ-lg¢_lgny %pnoYmﬃt §ny£%oq¢' %oqn)tﬁ¹>ªA¨Q³CÆÐ¾ªE®w¨Q¹0ª A ©J³C´¸¬8®w½A¨Q¨¾ªA·¯³C¦ ·Fª¬0¥§°w¥M¿
´ÁJ®w°¾ª p
 %oq¬q¬­tªJ¨¾®·4¥ﬁ¨¾½A°±­¯ª`f ³C°±´ªA·¯·Fª>Z
A(z) =
∑
n≥0
anz
n,
©%X ªA¨¡®¾¿baM¿.¹0­¯°±ªQ·F¥Ç¨±½A°¾­FªWC½J¦0½A°±¥L®w°¾­F©Aª¹0ªJ¨i¦0³C´ÇÆ0°¾ªA¨
an
Ã
¤¥§¦>¨&·FªR©A¥§¹0°¾ª¹0ª·XÔ½J¦»>´¸½J°w¥L®±­F³C¦¸¹XÔ³§ÆÐ¾ªJ®±¨&¹0­F¨¾©A°±ªE®w¨J²>·FªR©A³C°¾¬0¨ ¹0ªÆ0¥§¨±ªªJ¨¾®i©d«0³§­F¨±­H­F¦0¹>½A¬:ªA¦0¹¥L´¿
´ªA¦g®i¬¥§°¾´¸­
Q
²
R
³§»
C
ÃkUS¥§°i¥§Æ0»0¨i¹0ª·F¥§¦Wg¥%W§ª§²>³§¦¼ªJ´¸¬>·F³C­¯ªR·Fª®±ªA°¾´¸ª¼©$lgnoYt µ-lg¢_lgny %pngoYmﬃtQ¬H³C»>°
¹0½J¨±­ W§¦0ªA°i»0¦0ª¨¾½A°±­¯ªWC½A¦0½J°w¥L®±°±­¯©AªQ³C°¾¹0­F¦¥L­F°±ªLÃ
: °   "! 
^8³C­® C ·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·FªR¹>ªA¨&©A³§·F³C¦0¦>ªA¨¹>ª·4¥§°yWCªA»>° 1 ªE®&¹0ª«¥L»>®wªJ»0° ªA¦g®±­FÁA°¾ª§Ã>ÕË¥2p
 %oq¬q¬­t¹XÔ»>¦0ª©A³§·F³C¦0¦>ª
ªA¨¡®R¨±¥¸«¥L»>®wªJ»0°AÃ'US³§»0°·F¥Ç®d¥§­¯·F·Fª
0
² ­F·_¼¥»0¦0ª©A³C·¯³C¦0¦0ª8Z ·4¥ﬁ©J³C·F³C¦>¦0ª0c8­¯¹0ª§Ã'UË³C»0°·4¥Ç®d¥§­¯·F·¯ª
1
²­F·
ªA¦¼¥Ç»0¦>ª¶¥L»0¨±¨¾­+Z0·FªR©q¥§°¾°±½Q¹0ªQ©  §®w½
1
Ã0¤Rª´¸¥§¦0­FÁJ°±ª WC½A¦0½J°w¥§·¯ª§²0­¯·'¥ﬁ»0¦0ªQ¨±ªJ»0·FªQ©J³C·F³§¦0¦0ª¹0ª®w¥§­F·¯·Fª
n
¬H³C»>°®±³C»>®
n
¬0·¯»0¨*WC°w¥§¦>¹Êb»0ª
0
Ã R­F¦>¨±­,·4¥É¨±½J°±­Fª WC½J¦0½A°±¥L®w°¾­F©Aª
C(z)
¹0ªA¨¶©A³C·¯³C¦0¦0ªJ¨¶©J³C´¬>®w½JªA¨
¨±»>­dcL¥§¦g®i·FªJ»0°i«¥§»>®±ªA»0°!cC½J°±­ºª8Z
C(z) = 1 + z + z2 + z3 + . . . =
1
1− z

: °   "!  
Ä¦¬:ªA»>®S©A³§¦0¨±­¯¹0½A°¾ªA°Ë»0¦0ªzf{¥§´¸­¯·F·¯ª ¹X ³CÆÐ¾ªE®w¨ »>¦¬:ªA»¬>·F»0¨Ë©A³C´¬0·¯­FÊb»0½A¨JÃ^8­b³C¦°¾ªWg¥L°±¹0ª(»0¦0ª(©A³C·¯³C¦0¦0ª
¹0ª «0¥§»>®wªJ»0°
n
©A³C´´¸ª
n
©A¥§¨±ªJ¨·FªA¨S»0¦0ªJ¨Ñ¨±»0° ·FªA¨ ¥§»>®±°±ªA¨J²§³C¦ﬁ¬:ªA»8®Ñ©d«0ªJ°±©d«0ªJ° a½A¦b»0´½A°±ªJ°Ñ·4¥Pf{¥§´­F·F·¯ª
×ﬂh 
")&ﬃ !ﬀ"ﬃ'"ﬃﬃs	&#) 
 	HÛÃ¯Ù 

ÕÅªA¨i©A³§·F³C¦0¦>ªA¨i´ﬀ¥L°±Êb»0½AªJ¨i¹0ªQ®d¥§­¯·F·Fª¬0·F»>¨¬:ªJ®±­¯®±ªQÊ»>ª
4
Ã
¹0ªJ¨©J³C·F³§¦0¦0ªA¨i¦0³§¦Lc­¯¹0ªA¨i´¸¥§°±Êb»0½JªA¨i¨±»0°i»0¦>ª©A¥§¨±ªLÃ Õ¥ S­ WC»0°¾ªÛ8ÃÙ ﬁ´¸³§¦b®±°±ªQ·¯ªA¨&³CÆÐ¾ªE®w¨i¹0ª©AªE®±®±ª
f{¥§´­F·¯·Fª¹0ªQ®d¥§­¯·F·Fª­F¦ﬀf ½J°±­¯ªA»0°¾ªa
4
ÃÕ¥ﬁ¨±½A°¾­FªWC½J¦0½A°±¥L®w°¾­F©Aª
C˜(z)
¹0ª©JªJ®±®±ª0f{¥§´¸­¯·F·¯ª c§½A°±­ºª8Z
C˜(z) = z + 2z2 + 3z3 + . . . = zC ′(z) =
z
(1− z)2

   ¯

    
ÕÅª¬:³C­¯¦b®w¥%WCªi³C»¸·Fªi´ﬀ¥L°±Êb»¥%WCª¹X »0¦0ª f{¥§´¸­¯·F·¯ª¹X ³CÆÐ¾ªE®w¨¨¾ª®±°w¥§¹0»>­¯®(¬¥§°(·Fªi¬0°¾³8¹0»>­¯®(¹0ªR·F¥`c§¥L°±­4¥LÆ0·Fª
f ³C°¾´¸ªJ·F·Fª
z
¥.c§ªA©·4¥ﬁ¹0½A°¾­dc§½Aª¹0ª·4¥ﬁ¨±½J°±­¯ª0WC½A¦0½J°w¥L®±°±­¯©Aª¥§¨±¨¾³8©J­F½Jª>aﬁ·F¥¼f{¥§´¸­¯·F·¯ª¹X ³CÆÐ¾ªE®w¨³C°±­dWC­F¦0¥§·FªLÃ
− o −
ﬂ ,

  ¤±
 
 V 

 #, 

ﬀﬀ$'R± 
'ﬀ%R    s±
ÕÅª¬0°±­¯¦0©A­¯¬¥§·(­F¦g®w½J°ÓJ®¹>ªA¨ﬁ¨±½J°±­¯ªA¨ WC½J¦0½A°±¥L®w°¾­F©AªJ¨ﬁªA¨¡®¹0ª°±ªE®w°w¥L¦0¨±©J°±­F°¾ªªA¦®wªJ°±´ª¹X ½AÊb»¥L®±­F³C¦>¨
f ³C¦0©E®w­¯³C¦0¦0ªJ·F·FªJ¨ ·FªJ¨&°w¥§¬>¬H³C°¡®w¨iªA¦g®±°±ª³CÆÐ¾ªE®w¨¹0­F¨¾©A°±ªE®w¨JÃ


¯       ﬂ ,

  ±
 
 V

  	~³§oYtg¢kp A
¶
nﬃtﬃ©b»
½
B
¶
n)tﬃ©b»
½
C pn)§o­©J & oq¬q¬­tﬃ© £R¹º§%«A
.tgpq©¼£%o­©$mgnﬃtgpq©
¶
tgp
A(z)
¶
n)tﬃ©b»
½
B(z)
¶
n)tﬃ©b»
½
C(z)
¬­tgr-n`©$lgnoYt µ-lg¢_lgny %pnoYmﬃt §ny£%oq¢' %oqn)t> ©ﬃ©$§$mgoYlﬃt
½

³o A tﬃ©gp¬&¹ rs¢koY§¢¤£%o­©.§oq¢kp(t>£-t B tgp C
¶
 %¬­§n)© 
A(z) = B(z) + C(z).

³o A tﬃ©gpz¬­tQ»'n)§£%rsoqpQm& %npblﬃ©goYtg¢¤£-t B tgp C   A = {(b, c), b ∈ B, c ∈ C} 
¶
tgp+©goT¬ª  pY %oq¬q¬­t*£-t
pb§rspP§%« .tgp
a = (b, c)
£-t A ¨%lgno ´wt |a| = |b|+ |c|
¶
 %¬­§n)©
A(z) = B(z)× C(z).

³r$»,»k§$©$§¢ﬀ© ¸rt B ¢_t mﬃ§¢kpoYtg¢k¢_t  %rmgr-¢§%« .tgp>£-tBp
 %oq¬q¬­tB¢kr-¬q¬­t   B(0) = 0 
½
³o A tﬃ©gp
¬&¹ºtg¢ﬀ©$t «¬­t0£-tﬃ©`©grsoqpbtﬃ©z´z¢koYtﬃ©*£R¹º§%« .tgpq©>£-t B   A = B∗ = {∅} ∪ B ∪ B × B ∪ . . . 
¶
tgpQ¸rkt
¬ª  pY %oq¬q¬­t2£-t8pb§rsp0§%« .tgp
a = (b1, b2, . . . , bk)
£-t A ¨%lgngo ´wt |a| = |b1| + |b2| + · · · + |bk| ¶
 %¬­§n)© 
A(z) =
1
1− B(z)
: °   "! 
^8³C­® B = {} ·XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·FªiÊb»0­ ©A³§¦b®±­FªJ¦b®f»0¦0ª©q¥L¨±ª©A³C´´¸ª&»>¦0­FÊb»0ª½A·¯½A´ªA¦g®qÃ IcCªJ©R·FªJ¨f¦>³§®d¥L®±­F³C¦>¨
¹0» @&«0½A³C°¾ÁA´ªﬁÛ8ÃÙ >²
B(z) = z
ÃÎÄ¦¬HªJ»>®¥L¬0¬0·F­¯Êb»0ªA°i·Fª®w°¾³C­F¨¾­FÁJ´¸ªQ¬:³C­F¦g®¹0ª©Aª®w«0½J³C°±ÁJ´¸ª¬H³§»0°
°±ªE®w°¾³C»ﬀcCªJ°¶·F¥¨±½A°¾­Fª8WC½J¦0½A°±¥L®w°¾­F©Aª³C°¾¹0­F¦0¥§­F°¾ªÇ¹0ªA¨©J³C·F³C¦>¦0ªA¨JÃSÈ¦ ªJÌHªJ®»0¦0ª©A³§·F³C¦0¦>ªﬁªA¨¾®¶»0¦0ª¨±»>­¯®wª
º¦0­¯ªi¹0ª©A¥§¨±ªJ¨A²ªJ®(·4¥Q®d¥L­F·F·¯ª¹X »0¦0ª©A³C·¯³C¦0¦0ªiªJ¨¾®f¨±³C¦¸¦0³C´ÇÆ0°¾ªi¹0ª©A¥§¨±ªJ¨AÃ>Ä¦¸°¾ªJ®w°¾³C»ﬀc§ª¹0­¯°±ªJ©J®wªJ´¸ªJ¦g®
Êb»0ª 1
1−z
ªA¨¡®·4¥Ç¨±½J°±­¯ª*W§½A¦0½J°w¥L®±°±­F©Jª³C°±¹0­¯¦¥§­¯°±ªR¹>ªA¨©A³C·¯³C¦0¦0ªJ¨AÃ 
×ﬂh 	
Vg")g ﬀﬁ%d  ﬀ	"  ﬀ	 ﬀﬁ-ﬃ 
 	(Û8ÃÙCÙ

	¦ ¥§¦0­¯´ﬀ¥L·(¹>­F°±­dWC½
e
©q¥§©E®w»0¨)jE²»0¦ ¥§¦>­F´¸¥§·VcCªA°¡®w­¯©q¥§·¯ªA´ªA¦g®©A³C¦,c§ªEÀ8ª
e
©d«0­FªJ¦j¶ªE®»0¦
¥§¦0­¯´ﬀ¥L·<¹0­¯°±­ W§½ cCªJ°¾®w­¯©q¥§·¯ªA´ªA¦g®i©A³§¦c§ªEÀ8ª
e
ªA¨¾©q¥§·¯­FªA°)jEÃ
R­¯¦0¨±­Q¹0ª ´¸¥§¦0­¯ÁA°±ª¤W§½A¦0½J°w¥§·¯ª§²&¨±­Q·¯ªA¨É³CÆÐ¾ªE®w¨¼¹X »0¦0ª]f{¥§´¸­¯·F·¯ª¨¾ªÓ¹0½J©A³C´¬:³C¨±ªJ¦b®¼¹0ª ´¸¥§¦0­FÁJ°±ª
»0¦0­¯Êb»0ª¢ªA¦ ³CÆÐ¾ªJ®±¨¹X »0¦0ª ¥§»8®w°±ªBf{¥§´­F·F·¯ª¬¥§°¸¹0ªA¨³§¬H½J°w¥L®±­F³C¦0¨¸¹X »0¦0­F³§¦ ¹0­¯¨ Ð¾³C­¯¦b®±ª§²(¹0ª¢¬0°¾³8¹>»0­¯®
©q¥L°¾®w½J¨±­¯ªA¦ÒªE®¹0ª¸¨±»0­®wªL²ËªE®¨¾­f·¯ªA»0°®d¥L­F·F·¯ª¼cC½J°±­ºªﬀ·¯ªA¨©A³C¦g®w°±¥§­F¦g®±ªA¨¹>»@&«0½J³C°±ÁJ´¸ªÛ8Ã¯Ù >²Ë¥§·F³C°¾¨·FªA¨
¨±½J°±­¯ªA¨PWC½A¦>½A°w¥M®w°±­¯©AªJ¨¥L¨±¨±³©A­¯½AªJ¨Pc§½A°¾­¯ºªJ¦b®·YX ½AÊb»¥M®w­F³§¦Ef ³C¦0©J®±­F³C¦>ªA·F·¯ª©A³§°±°±ªJ¨±¬:³C¦0¹¥L¦b®±ª§Ã
: °   "!
	¦µ¥§»>®±°±ªªEÀ8ªA´¬0·¯ªªJ¨¾®·YX ½A¦b»0´½A°±¥L®w­¯³C¦É¹0ªA¨¼ %¢ko   %r%·L£%oqnoªµ-lﬃ©*¨%tgnpoYm& %¬­t tg¢kp!mﬃ§¢k¨%ty·stﬃ©EÃÄQ¦¹0½E¿
¨±­dWC¦0ª(·4¥i©q¥§¨¾ª¹0»Æ¥§¨Ë¹0ª·F¥©J³C·F³C¦>¦0ªf·F¥¬>·F»0¨Ta Wg¥L»0©d«0ª©J³C´´¸ª,·4¥`©$§r-nﬃmﬃtf¹0ªf·YXÔ¥§¦0­¯´ﬀ¥§· Ã$^8­b·XØ¥§¦>­F´¸¥§·
ªA¨¡®¹0­F°¾­ WC½L² ©AªA·F¥¨±­dWC¦0­¯º0ªÊb»X ³C¦ ¬HªJ»>®¥L®¾®wªA­¯¦0¹0°¾ª®w³C»8®wªÇ©A¥§¨±ªﬁ¹0ª·YXÔ¥§¦0­F´¸¥§·Raﬀ¬¥L°¾®w­¯°R¹0ªﬁ·F¥ﬀ¨±³§»0°±©Jª
¬¥§°(¹0ªJ¨¬¥§¨ Ä $¤
e
c§ªA°¾¨ ·Fª«¥§»>®ﬃj,ªE®&È^ @
e
cCªA°¾¨·F¥¶¹0°¾³C­¯®±ª$j ®w³C»8®ªJ¦°±ªJ¨¾®d¥L¦b®¨±»0°f·YXÔ¥§¦0­¯´ﬀ¥§· Ã&	¦
¥§¦0­¯´ﬀ¥L·_cCªJ°¾®w­¯©q¥§·¯ªA´ªA¦g®©A³C¦,cCªOÀ8ªﬁªA¨¾®R»0¦¢¥L¦0­F´¸¥§·Å¹0³C¦g®·FªJ¨©A¥§¨±ªJ¨¹X »0¦0ª´ÓA´ª©A³C·¯³C¦0¦0ªf ³C°¾´¸ªJ¦b®
»0¦¼ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fª©A³C¦,c§ªEÀ8ª
e
¨w¥§¦0¨&®±°±³C»jOÃ Õ¥ S­ WC»0°¾ªÛ8ÃÙCÙ´¸³§¦b®±°±ª®±°±³C­¯¨i¥§¦0­F´¸¥§»8À4Z

·¯ªQ¬0°±ªJ´¸­¯ªA°
e
·FªQ©q¥L©J®w»>¨ﬃj&ªA¨¾®»0¦¥§¦0­¯´ﬀ¥L·<¹0­¯°±­ W§½R¦0³C¦LcCªJ°¾®±­F©q¥L·FªA´ªA¦g®i©J³C¦,cCªEÀ8ªL²

·¯ªQ¨±ªA©J³C¦0¹
e
·FªR©d«0­FªJ¦j ªA¨¾®»0¦¼¥§¦0­¯´ﬀ¥L·cCªJ°¾®±­F©q¥L·FªA´ªA¦g®i©J³C¦,cCªEÀ8ª¶¦0³C¦¼¹0­F°¾­ WC½L²

·¯ªQ¹0ªA°¾¦0­FªJ°
e
·YX ªA¨¾©q¥§·¯­FªJ°ﬃjfªJ¨¾®»0¦¥§¦0­F´¸¥§·H¹0­F°¾­ WC½ c§ªA°¡®w­F©A¥§·FªJ´¸ªJ¦g®i©A³C¦,cCªOÀ8ª§Ã
	¦¥§¦0­¯´ﬀ¥L·8¹0­¯°±­dWC½ c§ªA°¾®±­F©A¥§·FªJ´¸ªJ¦b®Ñ©A³C¦,cCªOÀ8ª
e
R¤ 

j¬:ªA»8®,¹0³C¦0©&¨¾ª¹>½A©A³§´¸¬:³C¨±ªJ°¹0ª&´¸¥§¦0­FÁJ°±ª
»0¦0­¯Êb»0ªÇªA¦ ©J³C·F³C¦>¦0ªA¨Êb»0ªﬁ·XÔ³§¦¢©A³C·¯·Fª¶ªA¦0¨¾»0­¯®±ªﬁ·FªA¨R»0¦0ªA¨¥L»8À ¥L»>®w°¾ªA¨AÃUS³C»0°R¨w¥.cC³C­¯°Q³\[¢°¾ªA©A³§·F·FªJ°A²:­F·
f{¥§»>®ﬀ´ﬀ¥L°±Êb»0ªA°ﬀ¹¥§¦0¨·F¥Ó©A³§·F³C¦0¦>ª¢¬0°±½J©A½J¹0ªA¦g®wª ·F¥©q¥§¨¾ª¢Êb»0­ f{¥§­®2f{¥L©Aª¤aÒ·F¥Ó©q¥L¨±ª ¹0» Æ¥L¨¹0ª ·4¥
©A³§·F³C¦0¦>ª&Ê»>ª·XÔ³C¦©J³C¦0¨±­¯¹0ÁA°¾ª§Ã ­F¦0¨¾­Í²C»0¦ ¤ 

¦>³C¦ c­¯¹0ªi¨±ªi¹0½A©J³C´¬H³C¨¾ªi¹0ªi´ﬀ¥§¦>­FÁA°¾ª&»0¦0­¯Ê»>ªªJ¦
¬0°¾³8¹0»>­¯®©A¥§°¾®±½A¨¾­FªA¦ ¹X »0¦0ª¨¾»0­¯®±ªÇº¦0­Fª
e
½Jc§ªA¦g®w»>ªA·F·¯ªA´ªA¦g®0c­F¹0ª.jR¹0ªﬁ©A³§·F³C¦0¦>ªA¨Q´¸¥§°±Êb»0½JªA¨QªJ®¹_XÔ»0¦>ª
©A³§·F³C¦0¦>ª&¦0³C¦8c8­¯¹0ª§ÃbÕ¥  ­dWC»0°±ª&Û8Ã¯ÙZ×Q¹>³C¦0¦0ªi»0¦ªEÀ8ªA´¬0·¯ª§Ã-^8­
Advc(z)
ªA¨¾®(·F¥¨±½A°¾­FªPWC½J¦0½A°±¥L®w°¾­F©Aªi¹0ªJ¨
 	HÛ8ÃÙm×

È À8ªA´¬0·¯ªQ¹0ª¹0½A©J³C´¸¬:³C¨¾­¯®w­¯³C¦¹X »0¦#¤ 

Z©q¥L¨¹>»¨¾­F¦WCªQ¬:ªA¦>¹0»
e
¬¥§°±ªJ¨±¨¾ªA»8ÀjEÃ
¥§¦0­¯´ﬀ¥L»8À¹0­¯°±­ W§½A¨cCªJ°¾®±­F©q¥L·FªA´ªA¦g®S©A³C¦,c§ªEÀ8ªA¨Ñ©J³C´¬>®w½J¨ ¨±»>­dcL¥§¦g®Ë·FªA»>°Ë®w¥§­F·¯·Fª§²A¥§·F³§°±¨·4¥i¹0½A©J³C´¬H³C¨¾­¯®±­F³C¦
¬0°¾½A©A½J¹0ªA¦g®±ª´ÁA¦0ª*aﬁ·YX ½AÊb»¥L®±­F³C¦Ef ³§¦0©J®±­F³C¦0¦>ªA·F·¯ª¨±»>­dcL¥§¦g®wª8Z
Advc = S »0­¯®±ª (C˜≥1) × C≥1
Advc(z) =
1
1− z
(1−z)2
× z
1− z =
z(1− z)
1− 3z + z2 .
×CÜ 
")&ﬃ !ﬀ"ﬃ'"ﬃﬃs	&#) 
^8»0°(·Fª´ÓA´ª¬>°±­F¦>©A­F¬:ª§²g³§¦ﬀ¬:ªA»>®f¹0½A©J³C´¬H³C¨¾ªA°(°±½J©A»0°¾¨±­dc§ªA´ªA¦g®&»0¦ ¤ 

Ã 	¦%R¤  

¦>³C¦ c­F¹0ª
ªA¨¡®Q¨±³§­¯®»>¦0ªÇ©A³§·F³C¦0¦>ª¦0³C¦ c­¯¹0ª§²H¨±³C­®R·¯ª¬0°¾³8¹0»>­¯®©A¥§°¾®±½A¨¾­FªA¦ ¹_XÔ»0¦>ªÇ©A³C·¯³C¦0¦0ª¶¦0³C¦ c­F¹>ª´¸¥§°±Êb»0½Jª
ªJ®f¹X »0¦%R¤ 

¦0³C¦8c8­¯¹0ª
e
©gf ­ W§»0°±ªÛ8ÃÙ$i,jOÃbÕVXÔ½JÊ»0¥L®w­¯³C¦ f ³§¦0©J®±­F³C¦0¦>ªA·F·¯ª ¹0ª©AªE®±®wª¹0½A©J³C´¬H³C¨¾­¯®±­F³C¦
¹0ªgc8­¯ªA¦g®*Z
Advc = C≥1 ∪ (C˜≥1 ×Advc)
Advc(z) =
z
1− z +
z
(1− z)2Advc(z) =
z(1− z)
1− 3z + z2 .
Ä¦°¾ªJ®±°±³C»ﬀc§ª·FªQ´ÓA´ªQ°±½A¨¾»0·¯®w¥L®
e
«>ªA»0°¾ªA»0¨¾ªA´ªA¦g®jOÃ 
≥ 2

	HÛ8ÃÙ$i

¤R½A©J³C´¬H³C¨¾­¯®±­F³C¦¹X »0¦#¤ 

·4¥L°&WCª¹_XØ¥§»¼´³C­F¦0¨¹0ªA»8À¼©J³C·F³§¦0¦0ªA¨JÃ
− o −

v

v)(
$+-Î-0+/ -2-Î->* 3->+=8H/Ï/ 

%z/438+¡/:1?1/
^8­ A ªA¨¡®R»>¦µªA¦>¨±ªA´Æ0·Fª¹X ³CÆÐ¾ªJ®±¨R½E®w­FÊb»0ªE®w½J¨A²:³C¦µ»>®±­F·¯­F¨±ªQ¹>ªA¨¨±½A°¾­FªJ¨ WC½J¦0½A°±¥L®w°¾­F©AªJ¨¹>­¯®wªJ¨ªOÀ8¬H³L¿
¦0ªJ¦b®±­FªJ·F·FªJ¨S¬:³C»0°S·FªJ¨ ½A¦b»0´½A°¾ªA°JÃCÕÅªA¨Ñ³§ÆÐ¾ªJ®±¨ ©A³§´ÇÆ0­F¦0¥L®w³C­¯°±ªJ¨S©J³C¦0¨¾®±­¯®±»0½A¨S¹0ª
n
½J·F½J´¸ªJ¦b®±¨Ñ¥L®±³C´­FÊb»0ªA¨
e
¥L¬0¬HªJ·F½J¨ ¥§»>¨±¨±­_ %pb§ tﬃ©jÎ¨±³C¦g® lgpo¸rktgp(lﬃ©¬¥§°Ë·FªJ¨SªJ¦g®w­FªJ°±¨Ë¹0ª
1
a
n
ÃLÕªJ¨ ³CÆbÐ¾ªJ®w¨Ë¹0³C¦g® ·FªA¨Ë½J®±­FÊb»0ªE®±®wªJ¨
¨±³§¦b®R³C°±¹>³C¦0¦0½JªA¨¹0­Ì<½J°±ªJ´¸´ªA¦g®¹¥§¦0¨·F¥¨¡®w°¾»0©J®±»0°±ªÇ¨¾³C¦g®¥§·¯³C°±¨i©A³§¦0¨±­¯¹0½A°¾½A¨©J³C´¸´ª¹0­F¨¡®w­F¦>©J®w¨JÃ  
»0¦´ÓA´ªi³CÆÐ¾ªE® ¦0³C¦¸½J®±­FÊb»0ªJ®±½R¹0ª®d¥§­¯·F·¯ª
n
©J³C°±°¾ªA¨±¬:³C¦0¹¹>³C¦0©¥§»´¸¥MÀ8­F´Ç»0´
n!
³CÆÐ¾ªE®w¨ ½E®w­FÊb»0ªE®w½J¨
¹0­¯¨¾®w­¯¦0©J®±¨AÃS¤¥§¦0¨ﬁ·¯ªﬀ©J³C¦g®wªEÀ®±ª½J®w­¯Êb»0ªJ®±½§² ³§¦©A³C¦0¨¾­F¹0ÁJ°±ª¹>ªA¨Ç¨¾½A°±­¯ªA¨ WC½J¦0½A°±¥L®w°¾­F©JªA¨Ç°¾ªA¦0³C°¾´ﬀ¥L·F­F¨¾½AªJ¨AÃ
R­¯¦0¨±­<¹0ª¦0³C´ÇÆ0°¾ªA»0¨¾ªA¨´¸½E®w«0³¹0ªJ¨¹_XØ¥§¦0¥§·d¨±ª°¾ªA¨¾®±ª*cL¥§·¯­F¹0ªJ¨ ¹¥§¦>¨©Jª©A³C¦g®wªOÀ®wª§Ã
Õ¥L©$lgnoYt µ-lg¢_lgny %pnoYmﬃt ty·J»k§¢_tg¢kpoYtg¬q¬­t¹0ª¶·XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ªE«oYtg¢ .§¢'£-l A ªJ¨¾®·4¥¨±½J°±­Fª*WC½J¦0½A°±¥L®w°¾­F©Aª
³C°¾¹0­F¦¥L­F°±ªR¹0ªA¨i¦0³C´Æ0°±ªJ¨
an/n!
Z
@,+R$'  "!9! Õ¥²©$lgngoYtEµ-lg¢_lgny %pngoYmﬃt~ty·J»k§¢_tg¢kpoYtg¬q¬­t¢¹0ªJ¨³CÆÐ¾ªE®w¨¹0ª A ©J³C´¸¬8®w½A¨ﬀ¨±ªA·¯³C¦ ·Fª
¬¥§°±¥§´ÁJ®w°¾ª p
 %oq¬q¬­tªJ¨¾®·4¥Ç¨¾½A°¾­Fª0f ³C°±´ªA·¯·Fª>Z
fˆ(z) =
∑
n≥0
an
n!
zn.
ÕÅª©A³ª ©A­¯ªA¦g®
an
ªJ¨¾®¥§»0¨¾¨±­Å¦0³L®w½
n![zn]fˆ(z)
Ã
×CÜ8Ù
Vg")g ﬀﬁ%d  ﬀ	"  ﬀ	 ﬀﬁ-ﬃ 
1 1 1 1
1 1
1 1 1
2 2
2 23
3
3 2
2
2 23 3
3
34 4 4
4
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1
2 2
2 2
2 2
2 23
3 3
3 3
3
34
4
4
4
4
4 34
1
4
4 4 43 3 3 32 2 2 24
 	<Û8ÃÙ.h

ÕÅªA¨
21
 %nJ«n)tﬃ©>£-t
 
  ﬂ¬­t ¸¹0ªQ®d¥§­¯·F·¯ªR­F¦sf ½A°±­¯ªA»0°¾ªa
4
Ã
: °      
ÕÅªA¨  %n«n)tﬃ©4£-t
 
  ¬­t ¨±³C¦g®¸¹0ªA¨ﬀ¥§°±Æ>°±ªA¨¸½J®±­FÊb»0ªJ®±½A¨¸¦0³C¦ ¹>ªA¨±¨¾­F¦0½J¨
e
·¯ªA¨¨±³C»>¨¡¿¥L°±Æ0°¾ªA¨ﬀ¨¾³C¦g®¦0³§¦
³C°¾¹0³C¦0¦0½J¨ﬃjªE®¨±¥§¦0¨R°±¥§©A­¯¦0ª§ÃHÕ¥  ­dWC»0°¾ªÇÛ8ÃÙ.h¸´¸³C¦g®±°±ª¶®±³C»0¨·FªA¨R¥§°±Æ>°±ªA¨¹0ª

¥.·Fªg¹>ª®d¥§­¯·F·¯ªQ¬0·F»0¨
¬:ªJ®w­®wª&Êb»0ª
4
Ãb¤¼XÔ¥§¬0°¾ÁA¨(·4¥`f ³C°¾´Ç»0·Fª¹0ª

¥.·FªgC²g­¯·¥
nn−2
¥§°±Æ0°¾ªA¨,¹0ª

¥.8·¯ªJﬁ¹>ª®w¥§­F·¯·Fª
n
ÃU°±»ﬀf ªJ°
¥ﬁ¹0³C¦0¦>½»>¦0ª®±°±ÁJ¨Æ:ªA·¯·Fª¬>°±ªA»scCªÆ0­sÐ¾ªJ©J®w­ªcCª¹0ª©Aª°¾½A¨±»>·¯®d¥M®i¬¥§°i»0¦¼¥§·­W§³C°±­®w«0´ªR¹0ª©J³8¹¥ﬂWCª§Ã 

		
(1821 − 1895) -
$/x*54P1./8-
E ﬁY-=T563&263929ﬃ6w# S .("-
* g63X2&)(&29ﬃ}LXB&)p"&BE
6
:a* :<6LXyE
*5X2VW8X)* &2*58-
XfVW8+
9fT563Xf.(0&)1
$3.(0&2*5`a+6LXL>\t,63VW63-
E\("-<&
S
-6]VW8+:("-<&xXwA *5./VW8X)639438././6
.(0&21
$3.(0&)*543*563-
S
*5Tn&7E
63XZ$'&2+
E
63X7E
6E
9ﬃ8* &76'&k6'^639ﬃw(VW63-
E\("-<&/`a+
(0&)8936("-
XkT56s./$'&2*5639
E?A (3:<8a4L(0&&)8+a&_63-qXLA ("E
8-
-\("-<&B/E
63X_92634P1
639ﬃ4P1
63XZX243*56L-<&2* n\`a+6LXL>?{RT%g+&Yn\-
("T56L./63-<&_-
8././$
V
9ﬃ8"gh63X2X)63+
9yE
6].(0&21
$3.(0&)*5`l+
63XxZtf(".kC
92*5E=6]63- 1863 >

A 8l63+:9ﬃ6_438-
X)*5E$L92("C
T56_E
6_ty(3uT56'u
(kVW89;&)$_-8"&P("././63-<&fX)+
9fT(E
$'n\-
* &2*58-sE
63Xx=9ﬃ8+
VW63XY("CX2&29)("* &2Xfn\-
*5X
S
T56Y4L("T543+
T~.(0&)9ﬃ*543*56LT
S
T(
&21
$3892*56BE
63Xz*5-<:("9ﬃ*("-<&)Xx.("*5Xy("+
X)X2*X)+9xT(B=$38./$3&29ﬃ*56<>
U ¥§° ¥§Æ0»0¨&¹0ªR·4¥§¦WC¥%WCª§²³C¦¬¥L°±·FªR¥§»0¨¾¨±­Î¹0ªR¨±½A°¾­Fª`W§½A¦0½J°w¥L®±°±­F©JªªA¦°¾½Jf ½J°±ªA¦>©AªaÇ»0¦0ªR¨±½A°¾­Fª`W§½A¦0½O¿
°w¥M®w°±­¯©AªÇªOÀ8¬H³C¦>ªA¦g®w­¯ªA·F·¯ª§ÃHÕÅªﬁ©A³C¦g®wªOÀ®wª§²Å¦>³C¦8¿.½E®w­¯Ê»>ªJ®w½³C» ½J®w­¯Êb»0ªJ®±½§²Î¬:ªA°¾´¸ªE®Q¹0ªÇ¨±¥$c§³C­F°Q¹0¥§¦0¨QÊb»0ªA·
©q¥L¹0°±ªL²Î³C°±¹>­F¦¥§­¯°±ª¶³C» ªEÀ8¬:³C¦0ªA¦g®±­FªA· ²Î³C¦ ¨¾ª¨¾­¯®±»0ª§Ã<¤¥§¦0¨·Fª©q¥§¹0°¾ªﬁªEÀ8¬:³C¦0ªA¦g®±­FªA· ²<¹0ªJ¨°±½A¨¾»0·¯®w¥L®w¨Q¨¾­¿
´­F·4¥L­F°±ªJ¨ ¥§» @&«0½J³C°±ÁJ´¸ª¶Û8ÃÙ ﬁªEÀ8­¯¨¾®wªJ¦g®RÊb»¥§¦g® aﬁ·4¥ﬁ¹0½J©A³C´¬H³§¨±­¯®±­F³C¦ﬀ¹0ªA¨³CÆÐ¾ªE®w¨i©A³C´Æ0­F¦¥M®w³C­¯°±ªA¨ Z


¯     ﬂ ,

  ±
 
 V

  	~³§oYtg¢kp A
¶
nﬃtﬃ©b»
½
B
¶
n)tﬃ©b»
½
C pn)§o­©J & oq¬q¬­tﬃ© £R¹º§%«A
.tgpq©£%o­©$mgn)tgpq©*lgpo¸rktgp(lﬃ©
¶
tgp
Aˆ(z)
¶
n)tﬃ©b»
½
Bˆ(z)
¶
n)tﬃ©b»
½
Cˆ(z)
¬­tgrsnP©$lgngoYtwµ-lg¢_lgny %pngoYmﬃtty·J»k§¢_tg¢kpoYtg¬q¬­t
 ©ﬃ©$§$mgoYlﬃt
½

³o A tﬃ©gp¬&¹ rs¢koY§¢¤£%o­©.§oq¢kp(t>£-t B tgp C
¶
 %¬­§n)© 
Aˆ(z) = Bˆ(z) + Cˆ(z).

³o A tﬃ©gpz¬­tQ»'n)§£%rsoqpQm& %npblﬃ©goYtg¢¤£-t B tgp C   A = {(b, c), b ∈ B, c ∈ C} 
¶
tgp+©goT¬ª  pY %oq¬q¬­t*£-t
pb§rspP§%« .tgp
a = (b, c)
£-t A ¨%lgno ´wt |a| = |b|+ |c|
¶
 %¬­§n)©
Aˆ(z) = Bˆ(z)× Cˆ(z).

³r$»,»k§$©$§¢ﬀ©>¸rt B ¢_t mﬃ§¢kpoYtg¢k¢_t> %rmgr-¢ §%« .tgp £-t*p
 %oq¬q¬­t0¢krs¬q¬­t   Bˆ(0) = 0 
½

³o A tﬃ©gp¬&¹ºtg¢ﬀ©$t «¬­tQ£-tﬃ© ©gr-oqp(tﬃ©´z¢koYtﬃ©!£R¹º§%« .tgp©w£-t B   A = B∗ = {∅}∪B∪B×B∪. . . 
¶
tgp0¸rt2¬ª ¤p
 %oq¬q¬­tE£-t2p(§r-p>§%« .tgp
a = (b1, b2, . . . , bk)
£-t A ¨%lgngo ´wt |a| = |b1| + |b2| +
· · ·+ |bk| ¶  %¬­§n)© 
Aˆ(z) =
1
1− Bˆ(z)
×CÜC×
")&ﬃ !ﬀ"ﬃ'"ﬃﬃs	&#) 

³o A tﬃ©gp`¬&¹ºtg¢ﬀ©$t «¬­t £-tﬃ©Ltg¢ﬀ©$t «¬­tﬃ© £R¹º§%« .tgp©E£-t B   A = E ¢ﬀ© (B) = {∅} ∪ B/1! ∪
(B × B)/2! ∪ . . . 
¶
tgp`¸rt2¬ª  p
 %oq¬q¬­tE£-t2pb§rsp>§%« .tgp
a = (b1, b2, . . . , bk)
£-t A ¨%lgno ´wt
|a| = |b1|+ |b2|+ · · ·+ |bk| ¶  %¬­§n)© 
Aˆ(z) = exp Bˆ(z)
: °    R
Ä¦¦0³L®wª
BˆCa(z) e
°±ªJ¨±¬ÎÃ
AˆCa(z)
j·F¥¨±½A°¾­Fª WC½A¦>½A°w¥M®w°±­¯©AªªEÀ8¬:³C¦0ªA¦g®±­FªA·¯·FªÊb»0­(½A¦b»0´ÁA°±ª·FªJ¨E %nJ«n)tﬃ©
£-t
 
  ¬­t 
e
°±ªA¨¾¬ÎÃ  %nJ«n)tﬃ© £-t
 
  ¬­t  tg¢kn& -mgoq¢_lﬃ©j¶¨±ªJ·F³C¦ ·FªJ»0°ﬁ¦0³C´Æ0°±ª¹0ªÉ¦ »0¹>¨
e
¨±³C´´ªJ®w¨)jEÃ
È¦ ¬¥§°¾®±­F©J»0·F­¯ªA°
[zn]AˆCa(z) = nBˆCa(z)
²Î©A¥§°Q³C¦ ¥
n
¬H³§¨±¨±­¯Æ0­F·¯­¯®±½A¨R¬:³C»0°QªJ¦0°w¥L©A­F¦>ªA°»0¦  %nJ«n)t £-t
 
  ¬­t  ¹>ª¸®d¥L­F·F·¯ª
n
ÃTUS³C»0°½A¦b»0´½A°±ªJ°·¯ªA¨@ %nJ«n)tﬃ©@£-t
 
  ¬­t tg¢kny -mgoq¢_lﬃ©E²Å³C¦Ò¬:ªA»8®ﬁ»>®w­¯·F­¯¨±ªA°»0¦>ª
· · ·
· · ·×
 	<ÛÃ¯ÙmÜ

¤R½J©A³C´¬H³§¨±­¯®±­F³C¦°¾½A©J»0°±¨¾­dcCª¹0ªJ¨¼ %nJ«n)tﬃ©¼£-t
 
  ¬­t Ltg¢kny -mgoq¢_lﬃ©EÃ
¹0½J©A³C´¬H³§¨¾®w­¯³C¦ﬀ®±°±ÁA¨©A·4¥L¨±¨±­¯Êb»0ª
e
©gfÃ  ­dWC»0°¾ªQÛ8ÃÙmÜ\jOÃ 	¦É¥§°±Æ0°¾ª¹0ª

¥.·FªgªJ¦0°w¥§©J­F¦0½RªA¨¾® ·Fª¬0°¾³8¹>»0­¯®
¹X »0¦¦ »0¹
e
·4¥~n& -mgoq¢_t$jªE®Ç¹X »0¦ªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fª¸¹XÔ¥§°±Æ0°¾ªA¨Ç¹>ª

¥.8·¯ªJÓªA¦0°±¥§©A­¯¦0½A¨JÃ+US¥§°·F¥´½J®w«>³8¹0ª
¨y´ÇÆ:³C·¯­FÊb»0ª§²>³C¦É³CÆ>®w­¯ªA¦g®·YX ½AÊb»¥L®±­F³C¦Ef ³§¦0©J®±­F³C¦0¦>ªA·F·¯ª¨±»>­dcL¥§¦g®wª Z
ACa = {◦} × E ¦0¨ (ACa)
AˆCa(z) = z × exp AˆCa(z)

ªJ®¾®wªﬁ½JÊ»0¥L®w­¯³C¦ f ³C¦0©E®w­F³§¦0¦0ªA·¯·Fª¨±ªﬁ°¾½A¨±³§»0¹ ªEÀ8¬0·¯­F©A­®wªJ´¸ªJ¦b®R¬¥§°·¯ª pqklﬃ§n  t £R¹ oq¢k¨%tgn)©goY§¢£-t
ﬀ
 &
µ%ny %¢-µ-t
e
©gfÃ@&«0½A³§°±ÁA´ª¶Û8ÃÙ.hjÊb»0­Å¹0³C¦>¦0ª8Z
∀n ≥ 0, n![zn]AˆCa(z) = nn−1.
R­¯¦0¨±­ ²0­F·'Æ0­¯ªA¦
nn−2
 %nJ«n)tﬃ©¼£-t
 
  ¬­t ﬀ¹0ªQ®d¥L­F·F·¯ª
n
Ã 
− o −

v

v  
R*1!/ R/78<%&/ 8H+/43s

³C´´¸ª³§¦·YXÔ¥ c»¬0°±½J©A½A¹>ªA´´¸ªJ¦b®A²­F·(ªEÀ8­F¨¡®wª¬0·¯»0¨±­¯ªA»0°¾¨Ç´½J®w«>³8¹0ªJ¨Ç¬:³C»0°Ç³CÆ8®wªA¦>­F°·F¥µ¨±½J°±­¯ª
WC½J¦0½A°±¥L®w°¾­F©Aª¹0ª¶·4¥©A·4¥L¨±¨±ª¶¹X ³CÆÐ¾ªJ®±¨RÊb»0ª¶·YX ³C¦µ©J³C¦0¨±­¯¹0ÁA°¾ª§Ã_^8»0­ªc§¥L¦b®·F¥©J³C´¸¬>·FªEÀ8­®w½¹0ª¶©JªJ®¾®wª¨¾½A°¾­Fª§²
³C¦Ç¬:ªA»8®Ñ³C»¶¦0³C¦Ç¹0½E®wªJ°±´­F¦0ªJ°S»0¦>ª cL¥§·FªJ»0°ËªEÀ>¥§©J®±ª ³C»ﬁ¥L¬0¬0°±³©d«0½Jª ¹0ªA¨S©A³ª ©A­¯ªA¦g®w¨JÃgÄ¦Ç¨¾ª°±ªJ¨¾®±°±ªA­¯¦g®
¥§»¹0³§´ﬀ¥§­¯¦0ª¹0ªA¨ﬁ¨¾½A°±­¯ªA¨ﬁÊb»0­f¦0³C»0¨ﬁ­¯¦b®±½A°¾ªA¨±¨¾ªA¦g®q² ©%X ªA¨¾®¡¿(aM¿y¹0­F°¾ª¥§»8À¨±½J°±­¯ªA¨8aµ©J³8ª ¸©J­FªJ¦b®±¨ﬁªA¦g®w­¯ªA°¾¨
¬:³C¨±­®w­df ¨³C»¦b»0·¯¨AÃ:¤Rª´¸¥§¦0­FÁJ°±ª0WC½J¦0½A°±¥§·FªL²¨±­·FªQ©J³C°±¬>¨¹0ªÆ¥L¨±ªªA¨¾®
R
³C»
C
²·4¥ﬁ¨±½J°±­FªWC½J¦0½A°±¥L®w°¾­F©Jª
¹0ªJ¨
an
ªJ¨¾®i»0¦0ª ©$lgnoYt tg¢kpo)gn)tEÃ	¦É®w«0½J³C°±ÁJ´¸ªQ¹>»4a RÆ:ªA·<¬0°±½J©A­F¨¾ª¹¥§¦0¨iÊb»0ªA·Å¹>³C´ﬀ¥L­F¦0ª»>¦0ªQ®wªA·¯·Fª
¨±½J°±­¯ª¬:ªA»8®åÓE®w°¾ª½E®w»0¹>­F½Aª8Z


¯    
 
   	~³o {an}n≥0 ∈ CN ¶  %¬­§n)©`oq¬ty·\o­©gpbt r-¢Brs¢ko¸rkt R ∈ [0,+∞] pbtg¬_¸rt∑
n≥0 anz
n 
×CÜ%i
Vg")g ﬀﬁ%d  ﬀ	"  ﬀ	 ﬀﬁ-ﬃ 

©A³§¦c§ªA°yWCª¥LÆ0¨±³C·¯»0´ªA¦g®*©go |z| < R
¶

¹0­ªcCªA°yWCª ©go |z| > R
½
Ä¦ ¨±»0¬>¬H³C¨¾ª©A³C¦0¦b»0ªJ¨·FªA¨R¦0³§®w­¯³C¦0¨¹>ª4mﬃ§¢k¨%tgnYµ-tg¢_mﬃt  ,«g©$§¬ rktﬁªJ®8£%oq¨%tgnYµ-tg¢_mﬃtEÃHÕÅªﬁ¦0³C´ÇÆ>°±ª
R
ªA¨¡®
¥§¬0¬:ªA·¯½ ny  ,§¢£-tLmﬃ§¢k¨%tgnµ-tg¢_mﬃt¹0ª·F¥¼¨¾½A°¾­Fª§ÃSÕ¥µ°±ªJ¦0³C°¾´ﬀ¥§·¯­F¨±¥L®w­¯³C¦ ½Jc§³8Êb»0½Jª¹¥§¦0¨¶·Fª©q¥§¹0°¾ª¹0ªJ¨
©$lgnoYtﬃ©¼µ-lg¢_lgny %pnoYmﬃtﬃ©@ty·J»k§¢_tg¢kpoYtg¬q¬­tﬃ©ﬀ¨¾ªA°¡®ªJ¦Ò¬¥§°¡®w­F©J»0·F­¯ªA°a¥§¨±¨¾»0°±ªJ°»0¦Ò°±¥.C³C¦Ó¹0ªﬀ©J³C¦,cCªA°yWCªA¦>©Aª
¨¾®±°±­¯©J®wªJ´¸ªJ¦g®É¬H³C¨¾­¯®±­df²(ªJ®¼¹0³C¦0© »>¦ c§³C­F¨¾­F¦¥%W§ª¢¹0ª
0
¥§»>®±³C»0°¹0»>Ê»>ªA··4¥¨¾½A°¾­Fª ªA¨¡®ÉÆ0­FªJ¦ ¹>½Jº¦0­¯ª
¥§¦¥L·db®w­¯Ê»>ªA´ªA¦g®qÃ ³C»0¨(¦XÔªJ¦g®w°±³§¦0¨f¬0¥§¨f­¯©A­¹¥L¦0¨f¹>ªA¨(¹0½J®w¥§­F·¯¨,®±°±³C¬®wªJ©d«0¦0­¯Ê»>ªA¨A²©q¥L°f·¯ªA¨,¨±½J°±­FªJ¨fÊb»0­
¦0³C»>¨­¯¦g®w½A°¾ªA¨¾¨±ªA¦g®¨±³C¦g®°±ªJ·4¥L®±­dcCªJ´¸ªJ¦g®&¨±­¯´¸¬0·¯ªA¨JÃ
¤¥§¦0¨·¯ªA¨Q©q¥L¨Q·FªA¨Q¬>·F»0¨Q¨¾­F´¬0·FªJ¨·4¥¨¾½A°±­¯ªﬁªA¨¡®¶»>¦0ªny -mgpoY§¢ ny %poY§¢k¢_tg¬q¬­tE²<©ﬂXÔªJ¨¾®¾¿baM¿.¹>­F°±ªÊ»_XÔªJ·F·Fª
ªA¨¡®·FªﬁÊb»0³§®±­FªA¦g®¹0ª¹0ªJ»8À »k§¬ ¢  tﬃ©EÃÄ¦ ¹>­¯®¥§·¯³C°±¨Êb»0ª·4¥¨¾½A°¾­Fª8WC½A¦>½A°w¥M®w°±­¯©AªﬁªJ¨¾®2n& %poY§¢k¢_tg¬q¬­tEÃ
Ä¦ﬀ°±¥§¬0¬:ªA·F·¯ªiÊ»>ª·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fª¹0ªA¨f¬H³C·ª¦  C´ªA¨a¶©J³8ª ¸©J­FªJ¦b®±¨ ¹¥§¦>¨
K
ªA¨¡® ¦0³L®w½
K[z]
ªE®©JªA·¯»0­H¹>ªA¨
f °w¥L©J®w­¯³C¦0¨&°±¥L®w­¯³C¦0¦0ªJ·F·FªJ¨
K(z)
ÃHÄ¦¨¾»0¬0¬:³C¨±ª­F©J­ÎÊb»0ª·4¥®w«>½A³C°¾­FªQ¹0ªJ¨¬:³C·ª8¦  C´¸ªJ¨ ªA¨¡®Pf{¥§´¸­¯·F­¯ÁA°±ªR¥§»
·FªJ©J®±ªA»0°J²Ê»>­Å¨±ª°±ªJ¬H³C°¡®wªJ°w¥ a¼Ö ¾>²i\i>²h MÚÅ¨±­¯¦0³C¦ÎÃ
®*¯°V'±.q   ! &@ \  °V'±.q' -    s'±8±. °  -± 	]³§oqp
f(z)
rs¢_tny -mgpoY§¢ ny &
poY§¢k¢_tg¬q¬­t
¶
 %¬­§n)©
f(z)
©k¹ºlﬃmgnoqpQ£-t'  %¢ko)gn)trs¢ko¸rkt0©$§r,©¬ª  .§n  t 
f(z) = E(z) +
n∑
i=1
(
νi∑
j=1
Ri,j
P ji
)
,
§

E ∈ K[z]
¶
P1, . . . , Pn
©$§¢kp!rs¢koqpY %oqn)tﬃ© oqnn)l&£%rmgpo«¬­tﬃ© £-tgrﬂ· 	 £-tgr%·4£%o­©gpoq¢_mgpq©
¶
νi ∈ N∗ »k§r-n
1 ≤ i ≤ n
¶
tgp
d(Ri,j) < d(Pi)
»k§r-n pb§r,©
i, j
½ 
¢4£%oqpV¸rt
E
tﬃ©gp+¬ª ¸¬0¥§°¾®±­FªiªA¦g®w­¯ÁA°¾ª £-t
f
tgpV¸rt
¬­tﬃ©
Ri,j/P
j
i
tg¢4©$§¢kp¬­tﬃ©Ç½J·F½A´ªA¦g®±¨¨¾­F´¬0·FªJ¨
½
Ä°A²³C¦Ó©A³C¦0¦0¥ﬂŁF®®w°¾ÁA¨¶Æ0­FªJ¦·Fª¹0½gcCªJ·F³C¬0¬:ªA´ªA¦g®ªA¦Ò¨¾½A°±­¯ª¸ªJ¦g®w­FÁJ°±ª¸¹0ªA¨¶½A·F½J´¸ªJ¦g®w¨¨±­F´¬0·¯ªA¨A²c­F¥·4¥
f ³C°¾´Ç»0·FªR¨±»0­ªc§¥L¦b®±ª8Z
∀α ∈ R+,
(
1
1− z
)α+1
=
∑
n≥0
(
n+ α
n
)
zn
e
Û8ÃÛÃ¯Ùj
È¦©d«0³C­¯¨±­¯¨±¨w¥L¦b®
K = C
²bÊb»0­ ªA¨¾®0 %¬ µ-l«no¸rt tg¢kpzmg¬­§$©E²g³C¦ﬀ¬:ªA»8®¹0½E®wªJ°±´­F¦0ªJ°f¹0ª´¸¥§¦0­FÁJ°±ªiªEÀ>¥§©E®wª
·FªJ¨Q©A³ª ©A­¯ªA¦g®w¨¹X »0¦0ª¨¾½A°±­¯ª°w¥L®±­F³C¦0¦>ªA·F·¯ª
e
ªA¦ ¨±»0¬>¬H³C¨±¥§¦g®Ê»_XÔ³C¦ ªA¨¡®©q¥§¬¥LÆ0·Fªﬁ¹0ª f{¥§©E®w³C°¾­F¨¾ªA°¨¾³C¦
¹0½J¦0³C´­F¦¥L®±ªA»0°)jE²0©A¥§°&·4¥ﬁ¹0½J©A³C´¬:³C¨±­®w­F³§¦ªA¦¼½A·¯½A´ªA¦g®w¨i¨±­¯´¸¬>·FªA¨¹0ª
f
¬>°±ªA¦>¹·F¥¼f ³C°±´ªQ¨±»0­ªcL¥§¦g®wª8Z
f(z) = E(z) +
n∑
i=1
(
νi∑
j=1
λi,j
(ai − z)j
)
,
³\[
a1, . . . an ∈ C ¨¾³C¦g®¹>ªA»8À aﬁ¹0ªJ»8À¼¹0­F¨¡®w­¯¦0©J®±¨&ªJ®¬H³§»0° ®w³C»8® i, j ² λi,j ∈ C Ã
: °     

«0ªJ°±©d«0³C¦>¨Ç¬¥§°ªEÀ8ªJ´¸¬0·¯ª aÉ½A¦b»0´½A°¾ªA°¶·FªA¨`»ﬀ %npoqpoY§¢ﬀ©E£R¹ºtg¢kpoYtgnﬃ©¸ªJ¦¬¥§°¡®w¨¬0·F»>¨¬:ªJ®±­¯®±ªA¨Ê»>ª
2
Ã
	¦>ª@»ﬀ %npoqpoY§¢£R¹ rs¢ tg¢kpoYtgn
n
ªA¨¾®»0¦
k
¿.»0¬0·¯ªJ®
(λ1, . . . , λk)
®wªA·Ê»>ª
1 ≤ λ1 ≤ . . . ≤ λk ªE®
n = λ1 + · · ·+ λk ÃÕÅªA¨ λi ¨±³C¦g®·FªJ¨Q»ﬀ %ngpq©¹0ª·4¥Ç¬0¥§°¾®±­¯®w­¯³C¦ÎÃﬀ^8³C­® P (z) ·4¥Ç¨¾½A°¾­Fª0WC½J¦0½A°±¥L®w°¾­F©Aª¹0ªJ¨
¬¥§°¡®w­®w­F³§¦0¨ªA¦Ó¬¥§°¡®w¨¬0·F»>¨Q¬HªE®w­¯®±ªA¨Êb»0ª
2
ÃÕÅªA¨¬0°¾ªA´­FªA°¾¨Q®wªA°¾´¸ªJ¨¹0ª
P (z)
¨±³C¦g®
1, 2, 2, 3,
ÃÃ¯Ã<È¦
ªJÌHªJ®A²
1 = 1
²
2 = 1 + 1 = 2
²
3 = 1 + 1 + 1 = 1 + 2
²
4 = 1 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 2 = 2 + 2
²¯ÃÃ¯Ã
Õ¥ﬁ´¸½E®w«0³¹0ªQ¨y´ÇÆ:³C·¯­FÊb»0ªQ¦0³C»>¨¹>³C¦0¦0ª¹0­F°¾ªA©E®wªA´ªA¦g®i·¯ªQ°±½A¨¾»0·¯®w¥L®Z
P (z) =
(
1
1− z
)(
1
1− z2
)
×CÜﬂh
")&ﬃ !ﬀ"ﬃ'"ﬃﬃs	&#) 
Ä¦¨±¥§­¯®&¥§·F³C°¾¨&Êb»0ª
P (z)
¨±ª¹0½J©A³C´¬H³§¨±ª¹0ª´ﬀ¥L¦0­FÁJ°±ªQ»0¦0­¯Êb»0ª¨±»0°
C
¨¾³C»0¨i·4¥ f ³C°¾´¸ª¼Z
P (z) = E(z) +
β1,1
1− z +
β1,2
(1− z)2 +
β2,1
1 + z
,
©q¥L°
1
ªJ¨¾®&»>¦2»  ¬­t¹>³C»0Æ0·¯ªR¹0ª
P (z)
ªE® −1 »0¦2»  ¬­tR¨±­¯´¸¬>·Fª§Ã  ³C´´ª 1/(1− z2) = (1/(1− z) +
1/(1 + z))/2
²³§¦ªJ¦¹0½J¹0»0­®Z
P (z) =
1
1− z
(
1
1− z +
1
1 + z
)
/2
=
1
2(1− z)2 +
1
4(1− z) +
1
4(1 + z)
¤¥§¦>¨R©Aª©q¥L¨A² ³C¦¢¥
E(z) = 0
²
β1,1 = 1/4
²
β1,2 = 1/2
ªE®
β2,1 = 1/4
ÃR¬>¬0·F­¯Ê»0¥§¦g®R·F¥ ³C°¾´Ç»0·¯ª
e
ÛÃÛ8ÃÙjO²0³C¦®w°¾³C»ﬀcCª Z
P (z) =
1
2
∑
n≥0
(
n + 1
n
)
zn +
1
4
∑
n≥0
(1 + (−1)n)zn
=
∑
n≥0
2n+ 3 + (−1)n
4
zn
Ä¦ ªA¦ ¹0½J¹0»0­¯®Êb»X ­F·R ¥
(2n + 3 + (−1)n)/4 ¬0¥§°¾®±­¯®w­¯³C¦0¨¹0ªﬁ·YX ªA¦g®w­¯ªA° n ªA¦ ¬¥§°¡®w¨¬0·¯»0¨Q¬:ªJ®w­®wªJ¨
Êb»0ª
2
Ã 

ªA¬:ªA¦0¹0¥§¦g®q²m­F·CªOÀ8­F¨¾®±ª,¹0ªA¨Ë©q¥§¨¬0·¯»0¨Å©A³§´¸¬0·¯ªEÀ8ªA¨³\[·F¥ ¨±½A°¾­Fª,°±ªJ©d«0ªA°¾©d«0½Aªf¦X ªA¨¾®S¹0½Eº¦0­Fª,Êb»X ­F´¬0·F­`¿
©A­®wªJ´¸ªJ¦b®¬¥§° »>¦0ª½AÊb»¥M®w­F³§¦ f ³C¦0©E®w­F³§¦0¦0ªA·¯·FªLÃ8¤R¥§¦0¨&©AªR©q¥§¨J²>·4¥*f ³C°±´Ç»>·Fª¹XÔ­¯¦,cCªA°¾¨±­¯³C¦¹0ªQÕ¥%WC°±¥§¦WCª
ªA¨¡®¬¥§°yf ³§­F¨&»>®±­F·Fª¼Z


¯       I¯"  ª  ¯ﬂ±'  ﬃ  ¯ k 9 	³§oqp
f(z) ∈ K[[z]] rs¢_t4©$lgngoYt
µ-lg¢_lgny %pnoYmﬃt0©gr-n
K
tgp
Φ(u) ∈ K[[u]] pbtg¬q¬­t¼¸rt Φ(0) 6= 0
½
³o
f
tﬃ©gpQ£-l´z¢koYt*o  »'¬ oYmgoqp(t tg¢kp»ﬀ %n
¬&¹ºl&¸rﬀ %poY§¢ .§¢_mgpoY§¢k¢_tg¬q¬­t
f(z) = zΦ(f(z))
¶
tgpz©go
g(u)
tﬃ©gpr-¢_t*pn)§o­©go) t0©$lgnoYt¼¸rtg¬­mﬃ§¢'¸rkt 	
mﬃ§$t

mgoYtg¢kp©*£, %¢ﬀ©
K
¶
 %¬­§nﬃ© 
∀n ≥ 1, [zn]g(f(z)) = 1
n
[zn−1](Φn(z)g′(z)).
: °     !
Õ¥°±½A¨¾³C·F»8®w­F³§¦¢¹0ªﬁ·YX ½AÊb»¥M®w­F³§¦ f ³C¦0©J®±­F³C¦>¦0ªA·¯·Fª>c§½A°¾­¯º½Jª¬0¥§°Q·FªJ¨8 %nJ«nﬃtﬃ© £-t
 
  ¬­t ¤tg¢kny -mgoq¢_lﬃ©
e
©JfÃ
È À8ªA´¬0·FªÛ8Ã h0ÙjÑªA¨¡®»>¦0ªR¥L¬0¬0·F­¯©q¥L®±­F³C¦¹0­F°¾ªA©J®±ª¹>ª©Jª®±«0½A°¾³C°±ÁJ´¸ªLÃ-^8­
f(z)
ªJ¨¾®f·4¥Q¨±½J°±­¯ª WC½J¦0½A°±¥L®w°¾­F©Jª
¹0ª©JªA¨³CÆÐ¾ªE®w¨A² ªA·F·¯ª cC½J°±­ºª
f(z) = z exp(f(z))
Ã,Ä¦ ¨¾ª¨±­®w»0ªÆ0­¯ªA¦¹¥L¦0¨ﬁ·FªJ¨Ç«,8¬:³§®±«0ÁA¨¾ªA¨¹0»
®w«>½A³C°¾ÁA´ª¥.c§ªA©
Φ = exp
ªE®
g = id
ÃÄ¦¸¥¹>³C¦0©
Φn(z) = exp(nz)
ªJ®
g′(z) = 1
ÃR­¯¦0¨±­
[zn]f(z)
cL¥§»>®
1/n× nn−1/(n− 1)! = nn−1/n! Ã @Ë°w¥§­®d¥§¦g®i¹0ªJ¨³§ÆÐ¾ªJ®±¨½E®w­¯Ê»>ªJ®w½J¨A² ¦0³C»>¨&¨±³C´´¸ªJ¨&¹¥§¦0¨i·¯ª
©q¥L¹0°±ª¶ªEÀ8¬H³§¦0ªA¦g®w­¯ªA· ²:ªE®·¯ª¦>³C´ÇÆ0°¾ª¶¹X­ %nJ«n)tﬃ©8£-t
 
  ¬­t Btg¢kny -mgoq¢_lﬃ©¶¹0ª¶®w¥§­F·¯·Fª
n
ªA¨¾®¥§·F³§°±¨i¹0³C¦0¦>½
¬¥§°
n![zn]f(z) = nn−1
Ã 
×CÜCÜ
Vg")g ﬀﬁ%d  ﬀ	"  ﬀ	 ﬀﬁ-ﬃ 
 ~3  |	 	
D 	D
W
(1736 − 1813) -
$ |+
9ﬃ*5- S 6LXﬃ&j=$3-
$39)("T563./63-<&4L8-X)*5E
$39ﬃ$
438././67+
- .(0&21
$3.(0&2*54L*563-[gh92("-
L("*5Xw>a8-m*5-l&2$39'&7VW8+
9BT563XZ.(0&21
$3.(0&)*5`l+
63Xgh+&BX2+
X)43* &2$
V\("9,T(]T5634'&2+
926zE?A +
-7&29)(3:("*5TWE
6Y("T5T56'u7E
(0&P("-<&fE
6 1693 6'&f6'^VT5*5`a+\("-<&,TUA +a&)*5T5* &2$yE
6zTUA ("T5=}3C
9ﬃ6
63- 8Va&)*5`l+
6>fY*5-X)*yX)63X/&)92(L:"("+^
S
438././6T(
IPFd\M
QﬀYdWFG eOUMQ
E
6 1788 S &)9ﬃ8+:<63-<&
T563+
9789ﬃ*5=*5-
6E\("-X/E
63X7V
9ﬃ8C
T5}3./6LX/V1luaX)*5`l+
63Xw>c-vV\("9;&2*54L+T5*56L9
S
*5Ty(E
$':<63T58V
VW$T56s4w("T543+
T
E
63Xy:("9ﬃ*(0&)*58-
X
S
6'&z(Z$'&P("C
T5*?T(B&21
$3892*56E
63Xx$L`l+\(0&2*58-
XYE* ﬁ~$39ﬃ63-l&2*563T5T56LX
S
E
8-<&xT(k./$'&)18aE
6_E6
9ﬃ$LX28T5+&2*58-v4L8--a+
6sX)8+XZT56/-
8. E6ﬃﬂ
IwO! #"<Q$"lQ&%0FK'MhFOUM d'"<QLN)(aFKﬃF
ﬂ+*
OUKﬃQLN
>a8-m&29)("* &2$
X)+9T($,

I- <K'MQ."<QwN0/1 d2wOhM3 d\NzF<dWFG eOUM3#
QLN
(yﬃ6'&)$xT563X,C\("X26LXE
6YT(Y&21
$389ﬃ*56YE
63X,=9ﬃ8+
VW63Xw>c-
1766 S *5TX2+
4343$LE
(s/cﬀ+
T5639z438././6]E*592634'&)63+
9YE
6kTUA y4L("E
$3./*56]E
6)4,639ﬃT5*5- S 6'&Y63- 1794 S *5T?g+&
T56_V
9ﬃ63./*56L9yV
9ﬃ8"g6LX2X)63+
9xE?A ("-\("T uaX)6_E
6_TUA 5ﬀ438T56_|8T ua&2634P1
-
*5`l+
6>
.·>ªOÀ>­¯¨¾®±ª ÆHªA¥§»0©J³C»0¬¹XÔ¥§»>®w°¾ªA¨Ñ³§»>®w­¯·F¨
e
ªA¦ﬁ¬0¥§°¾®±­F©A»>·F­FªJ°S¬:³C»0°S·YXÔ¥§¦¥§·ª¨±ª ¥L¨y´¸¬8®w³§®±­FÊb»0ª ¹0ªJ¨Ñ©A³ªJf4¿
º©J­FªA¦g®±¨ﬃj¬H³C»>°,®±°w¥§­®wªJ°(·¯ªA¨,¨±½J°±­¯ªA¨WC½A¦0½J°w¥L®±°±­¯©AªA¨(¬0·¯»0¨,©A³C´¬0·FªOÀ8ªA¨AÃ

ªJ¬HªJ¦0¹¥§¦g®q²¦0³C»>¨f¦X ªA¦¸¬¥§°¾·F³C¦0¨
¬¥§¨­F©J­Í²Î©A¥§°­F·F¨Q¦>ª¸¨¾³C¦g®Ç¬¥§¨¦0½J©AªA¨¾¨w¥§­¯°±ªJ¨¬:³C»0°·4¥É¨±»0­®wªLÃSÕÅª©q¥L¨¹0ªJ¨*f ³C¦>©J®w­¯³C¦0¨  lgn)§ §n
»kktﬃ©
¥.g¥§¦g®»0¦É¦0³C´Æ0°±ªº¦>­Î³C»É¹0½A¦>³C´ÇÆ0°±¥§Æ0·FªR¹0ª`»  ¬­tﬃ©ªA¨¡®i°±ªA·F¥L®w­ªcCªJ´¸ªJ¦b®  
f{¥§©A­¯·Fª  aﬁ®±°w¥§­®wªJ°ÖÔÜ>² Ü
	mÚÍÃ
¤Rª®wªA·¯·FªJ¨¥L¦¥§·d¨¾ªA¨¥§¨y´¬>®w³§®±­FÊb»0ªJ¨¨¾³C¦g®®±°±ÁA¨·F­¯½AªA¨ a·YX ½J®w»>¹0ª¹0ªA¨©goq¢-µ%rs¬ª %noqpblﬃ©Ç¹0ª·4¥ f ³C¦>©J®w­¯³C¦Î²
©%X ªA¨¡®¾¿baM¿.¹0­¯°±ªÉ¹0ªJ¨ﬀ¬:³C­F¦g®w¨³\[ªA·F·¯ª¦X ªA¨¾®ﬀ¬0·F»>¨  %¢' %¬ po¸rktEÃ(¤¥§¦0¨¸·FªÉ©q¥L¨ﬀ¹0ªJ¨ f ³C¦>©J®w­¯³C¦0¨¹0½Jº0¦0­FªJ¨
­F´¬0·¯­F©A­®wªJ´¸ªJ¦b®A²L·F¥  lgpk§£-t £%r2¢_§ \ %r¸¬HªJ°±´ªJ®(¹0ªi®w°w¥L­¯®wªJ°»0¦ﬀ¦>³C´ÇÆ0°¾ª¬>·F»0¨zWC°±¥§¦0¹¹0ª f ³§¦0©J®±­F³C¦0¨
Êb»0ªÉ·4¥ f ³C°¾´Ç»0·¯ªﬀ¹X ­F¦,cCªJ°±¨¾­F³C¦ ¹0ªÉÕ¥%WC°±¥§¦WCªLÃzµ¥§­¯¨®w³C»8®©A³C´´¸ªﬀ©AªJ®¾®wªÉ¹0ªJ°±¦0­¯ÁA°±ªªJ·F·¯ª¦0½A©JªA¨¾¨±­¯®±ª
¨±³§»ﬀcCªJ¦b®»0¦0ªÆ:³C¦0¦0ª­F´¸¥%WC­¯¦¥L®±­F³C¦¹0ª·4¥Ç¬¥L°¾®¹0ª·YXÔ¥§¦¥§·ª¨¾®wªﬀ6
×CÜ%¾
  ­) 0/ﬀ014ﬂ 

7 : LF.=@SPK @S	 
 
ﬁﬀﬃﬂ !"#%$&ﬁ')(+*,.-/ﬁ012342)50+2651012)7189/;:340+23<=4=<?>196@:/;ACBDA13<=4342)89FEG/H>:0I
JK=<=4LBﬁ@1@CBﬁ:Bﬁ3<90M2.92./;0+2N523<=43<89GBPO;9-&51-9-QN>1Bﬁ01.>R>1/ﬁE.Bﬁ3401LBﬁ5136>134Oﬁ:RSM51T=UB
@17+V#34S#5ﬁWX=UBYA134/;=</;Zﬁ3<ﬁWM=4[-93<0-6/#-3<Bﬁ=<9\926A1340]^:_=a`b340cd/;:ELBD23<SM51ﬁI
e%Bﬁ01f-9922)?9-92)34/;0gWH/;0N01:9>1/;010@CBﬁf=<9\01/ﬁ23</;0\>1ACBﬁf>1@:/;ACBDA13<=4342)89I#ehEGiEGﬁW
/;0G0g`bBﬁAj/ﬁ:>1[SM51h=4k>18mlC013423</;0K92n:851=42)BD2)K2:Qo34EL@=<K>/;0+2F/;0LBﬁ51:BpAq/;3<0G>CBﬁ0o=<Bp51342ﬁI
JK0T@CBﬁ:r2)34-51=43<:9WC/;0T01s@1:890+2YBﬁ51-9510&mtHEG@1=4ﬁWq-PBﬁ:_/;0u2):Bﬁ342>%vt9EL@=<hBﬁw>892BD3<=<=48
>CBﬁ06=4-/;:@1[>1?-m22)?2)7QDI
Fxay[xrz {}|K~#rjh~H|kh#~HŁk ~_1K%|K%ŁŁ~H+~H|K~HŁkh_|o

/;32
M
51001EA=<pBﬁ@1@q=48N!#p"mﬁﬃ!92
Xn ∈ M 501pODBﬁ:3UBﬁA=<%>18934Z;0CBﬁ0+26=`892)BD26
=`3<02BD0M2
n ∈ N >g`510]V#r2)QEG/ﬁ51EL34f5101=4/;3 > `b8mO;/;=452)34/;0NBﬁ=48PBD2/;3<:ﬁIHe%Bﬁ01f>10/;EA1:51
32)5CB2)3</ﬁ01\=`89Oﬁ/;=<5H2)3</ﬁ0R2)EG@q/;:9=<=<h>1
(Xn)
Oﬁ8:34lC?=UBY@1:/;@1:3<8928513ODBﬁ0+2) 
 ŁBY=4/;3 >1
Xn+1
01?>189@j901>¡>p=a`b73<2/;3<:
(X0, X1, . . . , Xn)
>15V#r2)QEG
SM51?@CBﬁ:[=a`b8m2BD2f@:80+2
Xn
I 
¢
922)?@1:/;@1:348928`bBﬁ@1@q=<=4=UBq')*q'v£mŁp"#%$¤ﬁ')(+*,L926=UB51342
(Xn)
501Rﬁﬀﬃﬂ "#%$&ﬁ'(+*,XI
sP¥|0Y§¦M¨ 	W02©ªﬃ«¬m­v® ¯«°9±v±v²
$'&P("* &+
-.(0&21
$3.(0&)*543*563-j9ﬃ+
X)X26Z`l+
*(/&29)(3:("*5T5T5$Z63-
&21
$3892*56sE
63Xk-8.ZC
9ﬃ63XB6'&k63- ("-\("T uaX)6
S
V
+*5XkV\("9ﬃ&2*59BE
6§³
´´
S
63-mV
9ﬃ8C\("C
*5T5* &2$3Xw> 5ﬀT5}3:<6/E6
t,1
63CluaX)163:
S
*5T\=$3-
$392("T5*5XP(T(_T58*\E
63Xf=9)("-
EXf-
8.ZC
9ﬃ63X,6'&fT56y&)1
$389ﬃ}3./6YT5*5./* &26f4L63-<&)92("T_+
-6
43T("X)X26fE
6f:("9ﬃ*("C
T563X("T5$L(0&28*59263X,E
$3VW63-
E\("-<&)63X,438-
-l+
63X,("+028+
9ﬃE?A 1l+
*\X)8+XﬀT56f-8. E
6
 
FµdWQwN
"<Q

FK<¶  %
>

3g@q/;51:\2/;52f-9/;51@1=4>g`b8m2BD2
(xi, xj)
=<B@1:/ﬁACBﬁA134=<3428
P (Xn = xi|Xn−1 = xj) 9263<0>18@q0H·
>CBﬁ0+2>15]2)9EL@WC-ﬁ`r2··>134:?>1?=`0+23<:
n
WX/;0¡>342[SM51p=UBY-7CBD¸<01?>1¹uBﬁ:ºD/»O]2?C*¼.*½#¾mﬂ mI
¿
0¡-9/;013<>1Q9:?>CBﬁ01[=<B5132)?SM51?=UBY-7CBD¸<01>1¹uBﬁ:ºﬁ/»O
(Xn)
2_71/;EG/;Z;Q901ﬁI
ÀNÁ+Â§ÃÄdÅ»Ä¯ÆqÃÈÇjÉ4Ê1ËÍÌ_01¼Gﬁ¯'m£R"#G¯'ﬁﬂ!m£ﬃa£*ﬂ5:
M
925101.Bﬁ@1@1=43<-PB2)3</ﬁ0
P : M ×M →
[0, 1]
W2=<=4%SM51G ∑
y
P (x, y) = 1.
¿
0Î>1342RBﬁ513%SM51T=<BÏE.B2):34-
P
92T!m*»!ma£¯ÐÑC&51:
M
IfÌ_01u-7CBD¸U0T>1¤¹uBD:ºﬁ/»OÒ>1
ELBD2):3<-6>1h2:)Bﬁ03423</;0
P
92f501%5342)h>1hODBﬁ:3<BﬁA1=4nBﬁ=<8BD2)/;34:9
(Xn)
pOﬁBD=<5:F>1Bﬁ01
M
W#2)9=<=<
SM51G
P (Xn+1 = xn+1|X0 = x0, . . . , Xn = xn) = P (xn, xn+1)
@q/;51:Ó2/;52
n ∈ N 92§2/;52)n5132) (x0, . . . , xn+1) >g`8=48EG0+2)>1 M I ¿ 0>132§Bﬁ=4/;:SM51\=<B_ELBD2):3<-
P
926=<Yﬂ *ÔﬁﬁÑ¡>p=<B-7CBD¸<01?>1¹uBﬁ:ºD/»O
X
I
ÕB\@1:/ﬁ@1:34892)8§cd/ﬁ01>CBﬁEG0+2BD=<>Õ-7CBD¸<01>1n¹uBD:ºﬁ/»O92Õ=a`b89S#51BD2)34/;0>1
¢
7CBﬁ@E.Bﬁ0#·ŁÖ_/ﬁ=<EG/;Z;/;:/×OqW
Bﬁ513ÕBﬁ@@j9=<8LØMÐÑﬁ¯£*ﬂT¼Gﬁﬀﬃa')!!»+Ø%>CBﬁ01[=UBY=434228:BD2)51:h@17+V#34SM51ﬁI
ÙsÚ
ÁMÆXÛÜ#ÝÏÞ¤ÇjÉaß#àâág*£ﬃ
X = (Xn)
ÑHﬂ  ﬁﬀﬃﬂ s"#?$¤ﬁ')(+*,!mÑ#'
M
"#p¼Gﬁ¯'m£"#¯'ﬁﬂ!m£ﬃ¯£*ﬂ
P ãgähå
*')!sæ
P (X0 = x0, . . . , Xn = xn) = µ0({x0})P (x0, x1) . . . P (xn−1, xn),
ç;è;é
 
	


	
*ﬁﬀ
µ0
"#!m£½ﬁﬂ 
å

å
*£o"#
X0 ãﬃﬂ
ﬂ.ﬁ'v¯£mÑ
å
£m'
 
å

å
*£
µn
"#
Xn
,ﬁm'm£ !\
å
L')
å
ﬁa£*ﬂ "#?')mÑ#'v'mﬂ 
µn+1 = µnP = µ0P
n+1,
 
C*Ñ#'p*Ñ+!
x, y ∈M
P (Xn = y|X0 = x) = P n(x, y),
 
C*Ñ#'p*Ñ#Ł#"P*ﬂ m¯£*ﬂ
h : M → R $ *'vﬂ 
ﬂ (h(Xn)|X0 = x) = P nh(x).
ÀNÁ+Â§ÃÄdÅ»Ä¯ÆqÃÈÇjÉ4ÊXàÌ_01?@1:/;ACBﬁA3<=<32)8
pi
51:
M
926>132)Y£ﬃﬂC,ﬁ'v£¯ﬁﬂCŁ/;5T!mﬁ¯£*ﬂCﬂqﬁ£ﬃ')?@j/ﬁ51:
P
3
-ﬁ`r2h50¡@q/;3<0+2\lHtp>1?=`8SM5CB2)3</ﬁ0N>1
¢
7CBﬁ@1ELBﬁ0H·Ö_/;=4EL/;Zﬁ/;:/»O
pi = piP.

3
X0
r2s>.=</ﬁ3
pi
W@1:/ﬁACBﬁA134=<3428Y3<0+ODBﬁ:3<Bﬁ0+2)DWÕBﬁ=</;:
Xn
92>1.=4/;3
pi
@q/;51:2)/ﬁ52
n ≥ 0 Ies`510
@q/;3<0+2[>1O#51?>V#0CBﬁEG3<SM51DWC/;0]>1342[SM51?=<rV#2)Q9ELpr26>CBﬁ016510 mﬁ\"ÐÑH£
å
£
$
')mI
− o −
%Fxay[x'& (Ò*)6h   ~ ŁH1)hq~H%ŁŁ~H
ÀNÁ+Â§ÃÄdÅ»Ä¯ÆqÃÈÇjÉ4Ê,+.-rÅ»Þ#Ý0/2143ÕÞTÛ×ÞMÅPÆ5ÕÛ76

/;342
(Xn)
510G-71BD¸U01 >1L¹uBD:ºﬁ/»O¤51:
M
I

3
xi ∈
M
WC/;0¡Bﬁ@1@q=4=<m¼hC!"#p')m*ÑH' Y=`892)BD2
xi
WC0/ﬁ2)8
Ti
W192_>189lC03@CBﬁ:?
Ti = inf{n ≥ 1, Xn = xi}.
¿
0¡0/ﬁ2)?Bﬁ53Õ=401/;EA1:>1O#3<32)9_Y=a`b8m2BD2
xi

Ni =
∑
n≥1
1{Xn=xi}.
¿
0uB Bﬁ=4/;:F=<%2)78/;:QEGp5134ODBﬁ0+2?
ÙsÚ
ÁMÆXÛÜ#ÝÏÞ¤ÇjÉaß+98[*Ñ#'pÑ#ﬂÏmﬁ
xi
"#
M

Pi(Ti <∞) = 1⇐⇒ Pi(Ni =∞) = 1.
m
Pi(Ti <∞) < 1⇐⇒ Pi(Ni =∞) < 1⇐⇒ Ei[Ni] <∞.
ÀNÁ+Â§ÃÄdÅ»Ä¯ÆqÃÈÇjÉ4ÊjÇ

/;32
xi
508m2BD26>1
M
I
¿
0=`bBﬁ@1@q=4=<s')mÑ#'v'mﬂCF3k
Pi(Ti <∞) = 1,
92p¯'ﬁﬂ!m£mﬂC\3401/;0gICÌ60¡8m2BD2[:8-951::0+2h926>132[@j/;34234O;9EL90+2[:8-951::0+2_3K
Ei[Ti] <∞.
ç;è:
 ,
   	

Ì_0¡892B2s')mÑ#'m')mﬂCf92_>1/;01-p510u8m2BD26O#3<342)8?510¡01/;EA:?3<0l1013Õ>1pcd/ﬁ3<6BPO;-@1:/ﬁACBﬁA134=<3428
1
W
Bﬁ=4/;:fSM51?=`@j89:)Bﬁ0-?>1501/;EA1:?>1OH3432)f> `b510892)BD2pa'ﬁﬂ!m£mﬂCn26lC0134ﬁI
Ì_0 892)BD2
xj
2>132pBﬁ--93<A1=4 >1@153<?510 892B2
xi
3K=<BN@1:/;A1BﬁA13<=43428s>g`bBD223401>1: =a`b8m2BD2
xj
>19@1513<N=a`b8m2BD2
xi
2]r2):3<-92EG0+2N@q/;32)3O;ﬁI
¿
0>342NSM51
xi
m2
xj
-/ﬁELE5013<SM5190M2]9`b34=h/;0+2
E5251=4=<9EL90M2fBﬁ--93<A1=49IjÕBY:9=UBD23</;0N>p-9/;EGE510134-PBD23</;0R9265101?:=UB2)3</ﬁ0N>g`b89SM5134ODBﬁ=401-9ﬁI
pÛÆ,/KÆ 1PÄﬃÅ×ÄdÆjÃ ÇjÉ¯ß1Çg.')mÑ#'m')mﬂ Y!mkÑ#ﬂ fq'*q'v£ms"#
å
!!»"#*¼Y¼YÑ#ﬂC£ﬁ¯£*ﬂ
ã
¿
0uBﬁ/#-34?Bﬁ=</;:[
P
=UBr2):5-92)5:p>1?Z;:)Bﬁ@71?/;:340+2)8
G = (M,E)
>18mlC0134p@1Bﬁ:
E = {(x, y) ∈M ×M,P (x, y) > 0}
ÀNÁ+Â§ÃÄdÅ»Ä¯ÆqÃÈÇjÉ4ÊÏﬂ *ÔﬁﬁÑ¯:9@gIn=UB -7CBD¸U0
X 
r2&£ﬃ'v'"ﬁÑCm¯£
$å
u3h@q/;51: 2)/;5H2R-/ﬁ51@1=<
(x, y) ∈M2 3<=jmtH3<r2)?5100+2)34: k 92[51051342%lC013< x = x0, x1, . . . , xk = y 2)9=<=4%SM51L
P (xi, xi+1) > 0
@q/;51:
i = 0, . . . , k − 1 I ¢ `r2··>134:Y
P (Xk = y|X0 = x) = P k(x, y) > 0.
RÞ#Ý1Ûﬀ 5ÕÞ ÇjÉ4à
K`b34::8>151-m2)34A13<=4342)86>1
P
92_8SM5134ODBﬁ=40+2)?Y=<B -9/;0101vtH342)8?>15Z;:Bﬁ@171
G
BD/#-348?
P
I
K`b340M28:i926@1:3401-34@CBﬁ=j>1=a`b34::8>151-m2)34A13<=4342)8[>g`5101p-7CBD¸<01?>1¹uBﬁ:ºﬁ/»O]r2_SM51p-9=UBY@q:EG92[>
>18m2):EL3401:fBG>3<2:34A152)34/;0R340MODBﬁ:3UBﬁ0+2ﬁI
pÛÆ,/KÆ 1PÄﬃÅ×ÄdÆjÃ ÇjÉ¯ßﬁâáX£
P
!mo£ﬃ'v'"ﬁÑCm¯£
$å
n
å
*')!sæ
 
å
!"P*ﬂ m¯£*ﬂ!
P ﬂ
£ﬃﬂC,ﬁ'm£¯ﬁﬂC!ﬃ»3aIbDI
Pf = f  
!»*ﬂC
å
!#"P*ﬂ m¯£*ﬂ!s*ﬂ!mﬁﬂC!
 P
+"ﬁ¼.mnÑ#ﬂ ?Ñ#ﬂC£¯ÐÑXfq')*
$

$
£
å
£ﬃ?£ﬃﬂC,ﬁ'v£¯ﬁﬂCŁ
pi ã

36=UB&-7CBD¸<01¡>&¹uBﬁ:ºﬁ/»OBﬁ>1EG92L5101>13<r2):3<A1523</;0=43<EG342)DW§Bﬁ=4/;: -9=<=4m·-3fr2R340MODBﬁ:3UBﬁ0+2ﬁI
¹uBﬁ34\=UB:8-93<@1:/HSM5192fc¯Bﬁ5DIXJK0:9ODBﬁ01-7ﬁWC`3<=jmtH3<r2)51051013<SM51>3<2:34A152)34/;0R340MODBﬁ:3UBﬁ0+2ﬁW
=UB>3<2:34A152)34/;0N>1?=UBY-7CB¸U01?>1¹uBﬁ:ºﬁ/»O]-/ﬁ0MOﬁ:Z;p2/;5!/;5:fO;9:6-922)?>19:0134Q:?90¡EG/»V;001
>1
¢
Bﬁ:/I
− o −
%Fxay[x#" $&%h|('h h {}|kﬁ)k+*-,%hŁ
Ì_01.-7CBD¸U0R>1]¹uBD:ºﬁ/»OÏ2>1342 !kﬂC£.3\9=<=<Gr2Y>18mlC013<.51:50 01EA1=4.lC013n>g`892B2)W
-ﬁ`r2··>134:3 |M | <∞ I
pÛÆ,/KÆ 1PÄﬃÅ×ÄdÆjÃ ÇjÉ¯ßﬁ.âáX£
(Xn)
!m%Ñ#ﬂ ¡ﬁﬀﬃﬂ R"# $¤ﬁ')(+*,NC*¼.*½#¾mﬂ Nm£ﬃ'v'"ﬁÑCm¯£
$å
G!mÑ#'RÑ#ﬂ
!#"mﬁd!#!kﬂC£ o
å
*'!s
åﬃå
!mn')mÑ#'v'mﬂCfC*»!m£ﬃ¯£ﬃ,ﬁ
ã
pÛÆ,/KÆ 1PÄﬃÅ×ÄdÆjÃ ÇjÉ0/1 áX£
(Xn)
!moÑHﬂ ﬁﬀﬃﬂ ?"#%$&ﬁ'(+*,s'mÑ#'v')mﬂCŁ\C*»!m£ﬃ¯£ﬃ,ﬁmk£ﬃ'v')"ﬁÑXm¯£
$å

mK!m£
pi
!mK!N"ﬁ£<!ma'v£
$
Ñ#a£*ﬂ¡!mﬁ¯£*ﬂCﬂqﬁ£ﬃ'o
å
*'!sæ
pi(i)Ei[Ti] = 1,
*ﬁﬀ
Ti
!m
å
pm¼hC!"#?')m*ÑH'32
i ã
ç;è54
 
	
Bﬁ=4Z;/;:32)71EG
2)719:EG3<SM51ÕII9II9III9I9I9II9III9II9III9I9I9II9I

4
8m2)0>15.IPI9II9I9I9III9II9III9IImII9I
:
W
:54
Bﬁ52/;ELBD2)%I9II9IImIII9II9III9II9I9I9III9II
ç
W
ç


é
BPODBﬁ=UBﬁ0-71%II9II9I9I9III9II9III9IImII9III9II

W

>13<34@CBD2)34/;0sIvI9III9II9III9I9I9II9III9II9III
>13<r2):3<A1523</;0.I9I9III9II9III9II9I9I9III
4+ç
W

é
=</;0Z;515:oI9I9I9II9III9II9IIImII9II9III9II9IImI


@j/ﬁ=4V#0;EG[I9I9I9I9III9II9III9IImII9III9II9III
4
@1:3401-34@CBﬁ=4FIvII9III9II9IIImII9II9III9II9IImII
4

A13 !-923</;0 IvII9II9III9II9I9I9III9II9III9IImII9III9II

-/;EGE510_I9IImIII9II9III9II9I9I9III9II9III
ç

>1
¢
/;:3m2_Õ9Aj/ﬁ:Z;01IIImII9II9III9II9II


>1peh7CBﬁ:XIPImII9II9III9II9IImIII9II9III9II9IImI



E.BD:-71951:[51=48:340?ImIII9II9IImIII9II9II
ç

Aq/;:01
3<0cXImII9II9III9I9I9II9III9II9IIImII9II9III9II9I
ç;çﬁè
51@LII9III9II9III9II9I9I9III9II9III9IImII9III
ç;çﬁè
ﬀ
-/ﬁEA13<01BD2)/;34:ÓImI9II9III9II9I9I9III9II9III9IImII9IIﬁ

80M51EG8:BD2)3O;ÕII9III9II9III9I9I9II9III9II9IIIﬂ

Bﬁ=<Zﬁ8A1:3<SM51gImII9IImIII9II9III9II9IImIII9II9IIﬃ

-/ﬁ0lCZ;51:BD2)34/;0ImIImIII9II9III9II9I9I9III9II
ç;è
W

BD2234Z;0CBﬁA1=4nIvI9III9II9IIImII9II9III9Iﬁ

ç
W

8SM513OﬁBD=<0+2I9II9III9II9IImIII9II9III9II9I9I9I

é

Q-7fI»III9I9I9II9III9II9III9I9I9II9III9II9II

7CBﬁ5251:ÕI9III9II9IIImII9II9III9II9IImIII9II

3<01r2BﬁA=<FImII9II9III9II9I9I9III9II9III9II9I9I9II
ç

@j/ﬁ3<>1#I9I9II9III9IImII9III9II9III9I9I9II9III9II9I
ç

:89-51::0+2oIIII9II9III9II9I9I9III9II9I 

:
W
éﬁç
cd/;:EL0/;:ELBﬁ=<_II9III9IImII9III9II9II

-/ﬁ5O;9:2)5:
:9=UBD23</;0N>16II9II9III9IImII9III9II9I
çﬁç
W
ç;ç

-:342Q:
>1peh7CBﬁ:XIPImII9II9III9II9IImIII9II9III9II9IImI

:
89201>5sIPI9III9II9I9I9III9II9III9IImII9III
éﬁé
-:342)34-PBﬁ=43428
Bﬁ52)/·/;:Z+Bﬁ01348ÕIvII9II9I9I9III9II9III
ç;ç
W
4
À
e_V#-º
-71EG3<0fImII9III9II9III9I9I9II9III9II9IIImII9Iﬂ



@1:3<EG342)3cgI)I9II9III9IImII9III9II9III9I9I9II!
;é
EL/ﬁ2qImIImII9III9II9III9IImII9III9II9III9I9I9II"



#
8Aq/;51=4EG0+2
Bﬁ0+2)3·8Aq/;51=4EG0+2IvI9III9II9I9I9III9Iﬁ


W
è

cd/;:-98_I9III9II9I9I9III9II9III9IImII9III9I$


W


=<8Z;Bﬁ=WMODBﬁ=<34>1_I9II9III9II9I9I9III9II9II
ç54
W


/;@j89:)BD251:
∆qi
W
β
I9IImII9III9II9III9I9I9II9II
çﬁé
:QZﬁ=<
¹&%(' I9III9II9IImIII9II9III9II9I9I9III9II)
+è
*[e

IPII9IImIII9II9III9II9IImIII9II9II
ç;é
W
ç 4
8SM51901-?I9III9II9IImIII9II9III9II9I9I

ç
W
è

51@q:Ł·8Aq/;51=4EG0+2kIImII9II9III9II9IImII
é$
2):93<=4=<3<nII9III9II9I9I9III9II9III9IImII9III9II)
:;è
O;-m2)951:qIPII9II9III9II9IIImII9II9III"
 :
W
è$
8SM513OﬁBD=<0-
-=UBDnII9III9II9III9I9I9II9III9II9IIImII9II9I
ç;çﬁç
-/;01Zﬁ:51901-IPImII9II9III9II9IIImII9II9III9I
ç



@CBﬁ:f8Aq/;51=4EG0+2)FIII9II9III9II9I9I9III9I+
:

S#5/ﬁ2)340+26III9II9IIImII9II9III9II9IImIII9II
ç;çﬁç
:=<BD2)34/;0IvII9II9IIImII9II9III9II9IImIII9II9I
ç;çﬁç
2)719:EG3<SM51 I9II9IImIII9II9III9II9I9I9III9II9I,
:

-
c¯Bﬁ-9251:fEs51=423<@1=43<-PB2)34c;III9II9IIImII9II9III9II"
é$
>15¡EG/#>1Q=4hII9I9I9II9III9II9III9I9I9II9III9I+
é$
.
Z;:)BD@171
Bﬁ:A1:I9IImII9III9II9III9IImII9III9II9III9I9I
ç


¢
BPV#=<9V%III9II9III9II9IImIII9II9III9II9I9I
ç7:
ç


    
Bﬁ:- IIImII9II9III9II9IImIII9II9III9II9IImIII9I
ç



-/;EG@1=492
Kn
I9III9IImII9III9II9III9IImII9I
ç


é
-/;001mtHIPII9III9II9IImIII9II9III9II9I9I9III
ç


-9/;EL@q/;Bﬁ0+2)\I9IImIII9II9III9II9IImIII9I
ç


-9V#-=4ÓIIII9I9I9II9III9II9III9I9I9II9III9II9III
ç


è
>12):Bﬁ0132)34/;0sIvII9II9III9II9I9I9III9II9III
4
>13<89>1:)BD=#ImIImII9II9III9II9IIImII9II9III9II9IImI
è54
Z;:34=<=4II9II9III9IImII9III9II9III9IImII9III9II
ç


é
01/;0/;:340+2)8pImIII9II9III9II9IImIII9II9III
ç



/;:340+2)8KImII9II9III9II9IImIII9II9III9II9I9I9II
ç



:/;5
E5=42)34@1=<jIII9III9IImII9III9II9III9I9I9II9I,

ç
3<EG@1=<%I9IImII9III9II9III9I9I9II9III9II9II
4
51-9922)I»II9I9I9II9III9II9IIImII9II9III9II9II 

Z;:/;51@qoI9II9IIImII9II9III9II9IImIII9II9III
ç

:
W
ç;ç 4
BﬁAq8=<340fImII9IImIII9II9III9II9I9I9III9II9III9I
ç;ç 4
-9V#-=43<SM51IPImII9II9III9II9IIImII9II9III9II9II
ç

 
>13<89>1:)BD=#ImIImII9II9III9II9IIImII9II9III9II9IImI
è;é
>15EL/#>1Q=4

Q9-71m·7CBﬁ5251:gIII 
4+ç
W
4;é
>15]2Bﬁ[>1?)BDA1=<§ImII9II9III9IImII9III9II9II
 4
34>10+2)32)8%ImII9II9III9II9IImIII9II9III9II9II
é;ç
Z;808:)B2)5:KIPII9III9II9I9I9III9II9III9IImII
ç



/;:>:pIII9II9IIImII9II9III9II9IImIII9II9III
ç;ç 4
:9=UBD23</;01kIvII9II9III9I9I9II9III9II9IIImII9II
ç


ç

3<0+Oﬁ:3<A1=4_ImII9II9III9II9I9I9III9II9III9II9I9I9III
ç;ç 4

=</ﬁ3
-/;EG@q/;32)3</ﬁ0R3<0+2)9:01nIPImIII9II9III9II9I
ç;ç :
@15134)BD01-pII9IImIII9II9III9II9IImIII9II9III
ç;ç
 3<@cMIvI9III9II9III9I9I9II9III9II9IIImII9II9III9I
ç;ç

¹uBﬁ:ºﬁ/»O
-7CBD¸<01?IImIII9II9III9II9I9I9III9II9III9II9I9I
ç;è


>15u¹&%(' Cω II9II9III9II9IImIII9II9III éﬁç
>15]2BD6>pBﬁA1=4KIIImII9II9III9II9IIImII 

:
34::89>151-m2)3<A=<hI9II9III9I9I9II9III9II9IIImI
ç;èﬁè
ELBD2):3<-9%>12):Bﬁ0132)34/;0I9ImII9II9III9I
ç;è


ELBD2):3<-9%2/H-7CBD2)34SM51%II9II9III9II9I
ç;è


01/»V;Bﬁ5%IPI9III9II9III9IImII9III9II9III9I9I9I
ç;è


@1:/;ACBﬁA3<=<32)8_3<0+ODBﬁ:3<Bﬁ0+2)II9II9III9II
ç;è$
EG/H>1Q9=<
λ
·01/;:E.Bﬁ=43<8\III9IIImII9II9III9II9IImIII9I
ç

>15]2Bﬁ[>1?)BDA1=<  *[e


IPI9III9II9IImIII
ç
:9@1:8990M2)BD2)34/;0hI9II9IIImII9II9III9II9III
ç$
)BD01[@151342ÕIII9II9I9I9III9II9III9IImII9III
:

Q-71v·7CBD52)951: a¹&%('

I9I9III9II9III9I 

EL/ﬁ:@17134EGgIvII9III9II9IImIII9II9III9II9IImIII9I
ç;ç


Z;:/;5@j_IIImII9II9III9II9IIImI+
47:
W
ç
W
ç;ç 4
3</ﬁEL/;:@17134EG\IvIImIII9II9III9II9IImIII9I
ç



EL/D2
@1:/;A=<QEG%>15II9II9III9IImII9III9II9III9II
:


/;:>:%I9III9I9I9II9III9II9III9I9I9II9III9II9IIImII9I
ç;ç$
Bﬁ0+2)3·-7CBD¸<01ÓImII9II9I9I9III9II9III9IImII9III
ç;ç$
-7CBD¸U0III9II9III9I9I9II9III9II9IIImII9II9II
ç;ç$
01EA1=4?Z;:)Bﬁ>518hI9IIImII9II9III9II9IImI
ç;ç$
01EA1=4?:)Bﬁ01Zﬁ8jI9IIImII9II9III9II9IImIII
ç;ç$
:)Bﬁ01ZI9I9II9IIImII9II9III9II9IImIII9II9III9II
ç;ç$
2):93<=4=<3<nII9III9II9I9I9III9II9III9IImII9III9II
ç;ç


@CBﬁ:º#3401Z
cd/;01-923</;0qImII9II9III9IImII9III9II9III9I9I9II"

cd/;:EL%0/;:ELBﬁ=<hIIImII9II9III9II9IImII


:9=UBtBD23</;0pIII9III9II9III9IImII9III9II9III 

è
W
è

89S#501-9
>g`b89Aj/ﬁ51=<9EL90M2_I9II9III9II9III9I9I9II9III 
è

8SM5134ODBﬁ=40+2)jII9III9I9I9II9III9II9III9I9I9II9I,
è 4
01/;:ELBﬁ=43<89fIvIII9II9I9I9III9II9III9II9I9I9II
ç
OﬁBD=<3<>_IvII9II9III9I9I9II9III9II9IIImII9I$

ç
W

89:3<
Z;80189:)BD2:34-oI9I9III9II9IImIII9II9III
ç
;W
ç


mtH@q/;0190M23<9=<=<ImIII9IImII9III9II9III9I9I
ç+é
/;:>13<0CBD3<:ImI9II9IIImII9II9III9II9IIImII9I
ç
71/D2[92kIIIImII9II9III9II9IImIII9II9III9II 

ç
W
è :

EG342)7
cd/;:EG%01/;:E.BD=<6III9II9III9I9I9II9III9II9I
ç


ç
/;EGEG92gIvI9III9II9IImIII9II9III9II9IImIII9II9III
ç



>1Z;:8%II9II9III9II9IImIII9II9III9II9IImIII9I
ç


è
3<01r2BﬁA1=4FImII9III9I9I9II9III9II9IIImII9II9III9I
ç

:8Zﬁ51=<34:#ImI9II9III9IImII9III9II9III9I9I9I
ç
W

)BD251:8ÕII9II9I9I9III9II9III9II9I9I9III9II9III9II
è
Ù
2):Bﬁ01>51-9251:§I9II9III9II9III9I9I9II9III9I
ç

W
ç


4
2):3<=4=<34KIII9II9III9IImII9III9II9III9I9I9II9III9II9I
ç;ç

ç
+
     
>13<r2):3<A15234cﬁImI9IImII9III9II9III9IImII9III9II
ç;çﬁé
8Aq/;51=4EG0+2)fI9III9II9III9I9I9II9III9II9II
:;è
7+VH@q:-51AqsI9II9I9I9III9II9III9IImII9III9II
ç;çﬁé

ÕesWŁeTIIII9II9I9I9III9II9III9II9I9I9III9I
ç;çﬁé
51@#·>19EL3aW13<0cU·>1EG3CIII9II9IIImII9II9II
ç;ç

ç

ç
  	
	

I

I_0CBﬁ0134ºM3UBﬁ0gW?IﬀYI?7M51=4Z;7CBﬁwBﬁ:V;Bﬁ0gWﬀpI

I wELBﬁ34=<3UBD0gW+Bﬁ01>ﬁ?I

71-719:ACBﬁºD/»OjIkJtBﬁ-m2
/ﬁ=<523</;0Y/ﬁc Bw 


Z+Bﬁ51Zﬁf@j/ﬁ22)kEG/H>19=/;0 @1=<Bﬁ0CBﬁ:K=<BD223<-9I*8k#Ô»!
ãﬃﬂ
m,
ã ﬂ
W


è


W+
444
I

ç
 ÓI \BDºqI!p* "¤ﬂqﬁaÑ#')#"F*'(»!mI
¢
/;@j9:0134-519W _%$'&o/;:ºXW!
44
I*f71k-93<901-n/ﬁc=cU·/;:Z+Bﬁ0134w>
-:3423<-PBD=<342VﬁI


( ÓI)\BﬁºXW
¢
I *ÓBﬁ01ZWÓBD01> ÖYI*È3<0cd9=<>gI

=4cU·/;:Z;Bﬁ013<w9> -:342)34-PBﬁ=4342VﬁI 8k#Ô×!
ã#ﬂ
m,
ãkä
ﬃ,+
 
W


:


 

 -


é
W 
47:7:
I


I.F34Z;Z;I
¢
713<@GlC:3401ZsBD01>L271_-9:32)3<-Bﬁ=CZ;:/;51@./DcÕBpZﬁ:)Bﬁ@17 I *Ó9-71013<-Bﬁ=q:@q/;:r2PW#

JfW 
44
I

è
/sI !10;:0:W KIg/»O2DwﬁWÕBD01> ÓIﬃ*ÍI

71/;:9I
¢
713<@H·lC:3401ZRZ+BDEL9h/;0&Z;:Bﬁ@1719I
ﬂ
Ñ#')*Cﬁﬂ'3
ã
4
*¼
$
£ﬃﬂ
ã
W
ç




ç:


-ç54
;W 
44
ﬁI

(pÖYI
¢
7:3<r2)90190gWKIe%Bﬁ0/;0gW *I

-Bﬁ01=4/;0gWÕBﬁ01> ÓI5\BﬁºXIÌ_013lC> -Bﬁ=<3401Z¡=<B6$ cd/;:pPBﬁ:r2)7H·
SM5CBﬁºDI 0 8F')*»"ﬁ£ﬃﬂ#½!* "pﬃC/7?ﬁ¯£*ﬂq
åqä
+"#m¼YÔ]* "ágm£mﬂ Y* "?dC98á
ä
WCOﬁ/;=<51EG
44
W
@CBﬁZﬁ
ç;è4:-Hç;è

W
ç;ç
I

é
 'I
¢
/;7190gI
ä
4
*Ñ#')!»s£ﬃﬂ
4
*¼hqÑ#ﬁ¯£*ﬂq
åjähå
½#
$
'ﬁ£;7%Ñ#¼
$
m'=<gC*'vÔI

@1:3<01Z;9:?>k9:=<BﬁZ1W

44

I

:
?I
¢
/ﬁ:3WsIe%Bﬁ:r2)/;34W×Bﬁ01>esI [/;3<0gI@ÕODBﬁ=UBﬁ0-71n@q/;=VH0/;EL3<Bﬁ=<j/ﬁc1/;EGkc¯BDEL34=<3<9 /ﬁcZ;:)BD@171I
*f7134:>
¢
/;=<=4/HSM513451E /;0T¹¡BD2)719E.B2)3<-9[Bﬁ01>
¢
/;EG@152:

-3401-9
ç
W
ç
I

4
?I
¢
/;:3FBD01>'&YIAn/;:Z;0ﬁI *f71R)BD01>H·@3<=< EG/H>=oBﬁ01> *f5H22)L@j/ﬁ=4V#01/;EG3UBﬁ=4I
ä
"ﬁ,
ã
£ﬃﬂ
ä
+
åã
$¤ﬁﬃ
ã
W)


ﬃ9·
ç


 -èﬁç
W
ç

I(%C/;:E.BD=j@q/B$F9:f:3<9_BD01>]Bﬁ=<ZﬁA1:Bﬁ3<-_-/;EA3<0CBD2/;:34-


-/ﬁ22)>1Bﬁ=<DWC W
ç


I



?I
¢
/;:3ÕBﬁ0>Iq¹uBﬁ-7@DrIF¹¡Bﬁ@1WX7+V#@j9:ELBﬁ@1_Bﬁ01>]2)7193<:[Bﬁ5H2)/;EG/;:@713<EL%XBY51:Oﬁ9V;I W  W
  I
ﬂFE
C*»!m£ﬃ¯£*ﬂ
ã
$&ﬁd
ã
W 


è


!


-Mç;é
W
Mç54B-Mé
W
 4:- 

é
W 
44+ç
I

?I
¢
/;:3gBﬁ01>ResI /;51=UBD=<71/;0 IÓJK0M51EG:BD2)34/;0R/ﬁc
(p, q)
·@CBﬁ:ºM3401Zcd510-92)34/;019IHG?£<!»m')m_$&ﬁﬃ
ã
W
ç;è
  


 
4:-

ç

W
ç;ç
IMÕB
¢
r¹
ç
¢
/;0Hcd:901-n/;0
¢
/ﬁEA13<01BD2)/;:3<-9W
¢
/;EG@152:

-3401-9
Bﬁ01>=h@@1=<34-PBD23</;01¹¡/;0+2:PBD=WJI
¢

I


ç
?I
¢
/ﬁ:3qBﬁ01>.esI6/;340gI
¿
0L271_Bﬁ01>1@3<=<[Z;:/;51@G/ﬁcg>5CBﬁ=XZ;:)BD@171I
ﬂ
Ñ#')*Cﬁﬂﬁ3
ã
4
*¼
$
£ﬃﬂ
ã
W
ç




MéB-+è54
W
ç
I


(?I
¢
/;:3hBD01>ÎesI#6/ﬁ340gIK_51EAq:L/ﬁc-mVH-9=<34-uZ;:/;51@1L3<0271TBDAj9=<3UBD0Bﬁ01>1@134=<EL/#>19=I
*-710134-PBﬁ=Õ:@q/;:2WC , %.W
ç

HI



 *I
¢
/;:EG0 W
¢
IoÕ93<:/;0gWkBﬁ0>L?IM[34O;92ILNvﬂCa')*"ﬁÑCma£*ﬂ2
å
 
å
½#*'v£ﬃd#¼Y£¯ÐÑCmI eh510/H>gW

44
I


è


I
¢
/;:2= Bﬁ01>NeIC/;5V;/ﬁ5H·OFBﬁ51-7CBDEL@19IJK0M51EG:BD2)34/;0./ﬁcÕBﬁ01>N@134=<9IPG?£<!»m')m_$&ﬁd
ã
W
ç;è
  


 
ç;èB-



W
ç;ç
IMÕB
¢
r¹
ç
¢
/;0Hcd:901-n/;0
¢
/ﬁEA13<01BD2)/;:3<-9W
¢
/;EG@152:

-3401-9
Bﬁ01>=h@@1=<34-PBD23</;01¹¡/;0+2:PBD=WJI
¢

I
ç


    
 * 

(¹ I
¢
:52wﬁI
¢
=<=451=UBD:\Bﬁ52/;ELBD2BYBﬁ0>¡=4cU·/;:Z;Bﬁ013<w9>N-9:3423<-Bﬁ=<32V;I 
44+é
I


é
/sIXehBﬁ:2/;3<9I§89251>1>196@3<-[>CBD01f=UB>1342:3<A52)34/;0R>1=<B=</;01Zﬁ5151:f>6BPOﬁBD=UBﬁ01-7f>15N2BD
>1p)BﬁA=<5:6=<B:/;5ﬁIn¹uBﬁr2):9`b[2)734W
	K-/ﬁ=< Ó/ﬁ=4VM2)9-71013<SM51DW
ç+ç
I


:
/sIoe%BD:2)/ﬁ3<W %nI %3</;:01w93WKBD01> I %X:Bﬁ01-93<013aI

Bﬁ01>1@3<=<NZﬁ:/;51@ /;0 2)71]Z;:Bﬁ@17
dn
/Dch2)7
>13471>1:Bﬁ=Z;:/;51@gI
ﬂ
Ñ#'*Cﬁﬂ3X*Ñ#'vﬂq
å
* "
4
*¼
$
£ﬃﬂqﬁ*'m£!mW
ç;é

:

èB-:+ç
W
ç

I


4
/sIge%Bﬁ:2/;3<%Bﬁ01>
¢
IÕ¹uBDZ;013<90gI 6951=2)Bﬁ0> -9/;0!9-92)5:?/;0T271Y)BD01>1@134=<s34>10+2342VT/ﬁ0¤B
=UB22)34-DIje_3<-9:m2)_¹uBD271ELBD2)34-kBﬁ0> *f7/;:92)34-PBﬁ=
¢
/ﬁEL@15H2):

-3<901- K:/#-9>13401Z;9W+@CBﬁZ;9
:4:-

+ç
W
ç

I

ç
/sIÕehBﬁ:2/;3<?Bﬁ0> eI 6/;340gI h01Bﬁ=4V#34/ﬁco2)71 >1342):3<A15H2)3</ﬁ0T/ﬁco2)71Y=401Zﬁ27¤/ﬁc\BPODBﬁ=<Bﬁ01-719
/;0T271)BD01>1@134=<pZ;:/;5@T/ﬁcK2)7
(n, k)
· $[719=I 0¤KI

I JK:3<ºM/;0¤ÖYIW  !10ﬁ:019: sIWj9>1342/;:W
*'m¼G
å
8[* "Fm'Fágm'v£!6ﬁﬂq"
ähå
½#
$
'ﬁ£
4
*¼
$
£ﬃﬂqﬁ*'m£!
ﬂ
ﬃ
4
*ﬂ "Pm')mﬂ  ﬃ 8oá
ä
4
(+
 
W
ç

I

ç
/sIje%Bﬁ:r2)/;34hBD01>&esI 6/ﬁ340gI *f717193<Z;7+2r·ŁBﬁ::/B$ EG/H>19=I 
th
%X/ﬁ:ELBﬁ= Ó/B$n:

9:3<9%Bﬁ0>
h=4Z;A:)Bﬁ34-
¢
/;EA1340CBD2)/ﬁ:3<-9  %(


¢
`


W
ç
I

ç;ç
/sIge%Bﬁ:2/;3<hBﬁ01>¤esI6/;340gI

Bﬁ01>1@3<=<sBPOﬁBD=UBﬁ01-7>13<r2):3<A1523</;0¡/;0¤B $[719=I 8k#Ô»!m£ G?W
2)/LBﬁ@1@qPBD:I

ç

(pesIMeh71Bﬁ:oBﬁ01>

I I#¹¡B !51EG>CBﬁ:IJ_Aj9=<3UBD0Y)Bﬁ01>@13<=4\EL/#>19=1/;0Y2)71?Fm2)71[=<BD223<-DI3
ã
8k#Ô»!
ã
ä
W
ç

 ﬃ
4







-


è
W 
44
I

ç
pesIqeh7CBD:WÓIﬃ[51=4=<DW

I

90gWXBﬁ01>¡esI·OIﬀ>k9:ELBIHh=4Z;A1:Bﬁ3<-?BD@q-92_/Dc§BﬁAq=43UBﬁ0NBﬁ01>1@3<=<
EG/H>19=<9I 3
ã
8k#Ô»!
ãgä
W
ç:




:;èB- :

+ﬁW 
44;è
I

ç;è
?I1eh342=aI\'mC <gC*'vÔDWMO;/ﬁ=<51EG 
é

/ﬁc\'+"ﬁÑﬁ <j
E
ﬃ!£ﬃﬂ]$¤ﬁﬃCm¼Gﬁa£!mI

@1:3<01Z;9:r·
>k:=UBﬁZW
ç
I

ç
(
ﬂ
ﬂ mÔM
å
*C"ﬁ£¯'8ﬂC£ﬃ,ﬁm')!
å
£<!mI 
454+è
I

ç;é
ﬀ I %C>19:Iﬁ '#m
å
!mI K=<90M51E¡Wﬀ &YW 
47:7:
I

ç:
 ÓI %=UB !/;=<m2Bﬁ0> pI

9>1Z;%$[34-ºXI *f7NBPO;:BﬁZ;N-BﬁNBD0CBﬁ=4V#3<s/Dc6Bﬁ=<Z;/ﬁ:34271EGY-/ﬁ510+2)3<0Z
Bﬁ01>Z;901:BD2)3401ZYcd5101-923</;0I *-710134-PBﬁ=Õ:@q/;:2W O  ,sW 
454

I

ç54
 ÓI %Ó=UB !/;=492 BD01>L?I

9>1Z; $[3<-ºXI NvﬂCa')*"ﬁÑCma£*ﬂ 2
å
 ﬁﬂq
å
Ô»!»"#!¡
å
½#*'v£ﬃﬃ#¼.!mI >k513<Aq:r2PW

44
I




 ÓI%=<B !/;=492oBﬁ01> pI

>1Z; $[3<-ºXI *f71_B»Oﬁ:BﬁZ;h-Bﬁ_Bﬁ0CBD=4V#34o/DcBﬁ=4Z;/;:32)71EG\H¹¡51=2)3OﬁBD:3UB2)
BﬁrVHEG@2/ﬁ2)34-6Bﬁ01>]=<34EL32F>3<2:34A152)34/;019I(*Ó9-710134-PBﬁ=Õ:9@j/ﬁ:2PW O  ,sW 
44;é
I


+pesI %C/+B2BRBﬁ0>ﬂ I634/;:>CBD0gIp¹uBﬁ@1@3<01Z;h/ﬁcnBﬁ-9V#-=43<-YBD01>¤@CBﬁ:ºM3401Z.cd5101-m2)34/;01I
ä
ÐÑ1ﬁ¯£*ﬂ !
$&ﬁd
ã
W 

 
:-çﬁç
W
4+é$
I



ç
pJfI)?/;=49WÕ¹ I¹¡/;:rODBﬁ0gWÕBﬁ01> 'IÕeI k71Bﬁ0gI *f71Lr2):51-9251:G/ﬁcFB]=43<01Bﬁ:-7134@ lC:3<01ZNZ;BﬁEL
Bﬁ01>:9=UBD2>]EG/H>19=<9I <gC*')m
ã
4
*¼hqÑ#
ã
ágm£
ã
W
ç;é
9·
ç


:;ç;éB- :
;W
ç+ç
I



(ﬃIﬃ/;51:>1/;0gI Õ!p¼Gﬁﬃ+!mﬂ&! mŁ!sæ
ähå
½#¾
$
')mIkJK=<=43<@19W
444
I




ﬀ ICJfI)'6/;@j-9:/ﬁcﬃ26BD01>" ICesICÌ6=<=4E.Bﬁ0 IFNvﬂCa')*"ﬁÑCma£*ﬂ¡Ł*
ä
Ñ#*¼Gﬁ'<gC*'vÔ (gﬁﬂ#½ﬁÑ1»½#!?ﬁﬂq"
4
*¼hqÑ#ﬁ¯£*ﬂCIMf>1>134/;0H· *Ï9=49V;WJ[PBD>13<01ZWX¹uBﬁ)Bﬁ-7M51922W 
4+é54
I



è


I(sI;BD01/B$[º+V Bﬁ01>
¢
I(sIﬁBDAj9:Z;DICJt1BD-92k/ﬁ=<523</;01cd/;:§B_ELBﬁ0H·l1=<> hAq=<3<Bﬁ0sBﬁ01>1@3<=<
I 3C*ÑH'vﬂq
å
* " 8k#Ô»!m£!
ä
$&ﬁdCm¼Gﬁ¯£
å
_mﬂ m'
å
W
ç
Nb
4+é


-

47:
W
¿
-92I 
44

HI


( ÓI:*ÍIDÖpBD2)9=<mVH0 Iﬀ:)Bﬁ@72)7/;:rVsBD01>s-9:V#2)Bﬁ=@17+V#34-9I 0#\'mC<gC*'mÔﬁﬂq" <gC*')m¯£
å
8k#Ô×!m£!mWC@1BﬁZ;
é
If-PBﬁ>19EL34- k:Wq/;01>1/;0 W
4

é
I
ç


  !#
  * 



é
?I *ÍIgÖ90MVﬁ/;0gW  I I K:/;@1@ WgBﬁ01>¤eIhIﬃ*È3<=</;0gI *:9?Bﬁ0>&E.BD2-713<0Z;I
ﬂnå
m¯')*ﬂ
ã
3
ã
4
*¼
$
£ﬃﬂ
ã
W
é
 69PBD:-7 ÓBﬁ@q:
ç;è
W)


@@gI+¯9=<-m2):/;013<-

W
ç
I



:
 YI Ö3<:-7171/

I_Aq:h>3<BD5

0;5101ZR>19:%Z;=43<-7M510Z;0gWjBﬁ5cM$n=4-71ELBﬁ0uAq3>19:%510+2)9:5#·
-7M5101ZR>:[=<3401PBﬁ:0NO;9:23<=45101ZGZ+Bﬁ=OﬁBD013<-71:[2: 0;EGZ;mc171:2?$[3<:>gI
ä
ﬂCﬂ
ã
8k#Ô×!
ã
4
Cm¼
ã
W
é;ç

4+éB-è:
W 
:Mé
I



4
/sI#YIkÖ_/;07134E}Bﬁ01>LhIF*Ï93<IL_0Ò/#--951@CBﬁ01-mV>13<-34@1=<3401]Bﬁ01>Bﬁ@1@1=43<-BD2)34/;01IÎá.N
ä
$

*Ñ#'mﬂq
å
* "
ä
+
å
£"G$&ﬁdCm¼Gﬁ¯£!mW

 
ç

-

ç;é
W 
4
I

!


IXÕBﬁ01ZI
ähå
½#
$
'ﬁI

@1:3401Z;:9W
ç;ç
I


¹ IjÕBD2Bﬁ@+VﬁW ?Ig¹¡Bﬁ0+2Bﬁ-93Wj¹ I ¹¡/;:ODBﬁ0 WjBD01> 'IjesI K7CBﬁ0gI

2):51-9251:/ﬁcK/;ELp)BD01>T@134=<
EG/H>19=I <gC*')m
ã
4
*¼hqÑ#
ã
ágm£
ã
W
ç

ç
ﬃm·
ç


è;çﬁèB-è;è
HW
ç
;I

Mç
¹ IÕBD2)Bﬁ@+V&Bﬁ0> 'pIgesI K7CBD0gI *f7G=<BD223<-9r2):5-92)5: /ﬁco-713<@&lC:3<01Z.Z+BﬁEGBﬁ0> :=<BD2)9>
EG/H>19=<9I 8o#Ô»!
ã
G?W 
è;è
ﬃm·
ç

 
4B- :+ç
W
ç
;I



( &YI F/;:Z;01hBﬁ01>NesI6/ﬁ340gI
¿
0.2)71_3<>190+2)342VG/ﬁc271hBﬁ01>1@3<=<6Z;:/;51@gIMG?£<!»m')mŁ[$&ﬁd
ã
W
ç;è
  



é;é;èB-é 4
W
ç;ç
IMÕB
¢
r¹
ç
¢
/;0Hcd:901-n/;0
¢
/ﬁEA13<01BD2)/;:3<-9W
¢
/;EG@152:

-3401-9
Bﬁ01>=h@@1=<34-PBD23</;01¹¡/;0+2:PBD=WJI
¢

I


 YIXÕ/ﬁ718PBﬁ-DIK8Aq/;51=4EG0+2)[5:6=<B:/;5ﬁIn¹uBﬁr2):9`b[2)734W
	K-/ﬁ=< Ó/ﬁ=4VM2)9-71013<SM51DW
ç
;I

Mè

¢
I¹¡BﬁZ;01340gInaÑ"# "ﬁÑ&¼.*"#¾
å
s"ﬁÑ&!Y"#p!
$å
Y
$

å
£mﬂ æjC*£ﬃﬂCd!Y"#,»ÑCY
å
½#*'m£ﬃﬃ#¼Y£¯ÐÑC
mf
å
½#
$
'v£¯ÐÑCmI K7Ce 2)7193<9W	k-9/;=< /;=4VM2-710134SM51ﬁW
ç

I


(
¢
Ik¹uBDZ;013<90gW 'I§eI K7CBﬁ0gWBﬁ01>KI)>k5134=<=4/;0gI
¢
7CBﬁ:)BD-92)9:34wPBD23</;0 /ﬁc6=UBD22)3<-9p3<01>51-9> A+V
¯vt#2)0>1>

-713<@NlC:3<01Z Z+BDEL9I 0 G?£<!»m')mŁ¼.*"#
å
!æk*¼
$
£ﬃﬂqﬁ*'m£!n*¼hqÑHﬁ¯£*ﬂ
nﬁﬂq"
½#*¼.m¯'mÔ ﬃ8\ﬁ'v£<!
	 
  
WHeh3<-:m2)¹uBD27gI*f719/;:I
¢
/;EL@52PI

-3aI K:/#-ﬁIWﬀ W@CBﬁZﬁ
ç;ç54:-
ç
d=<9-92:/;0134-

IX¹uBﬁ34/;0 0cd/;:E¡IC¹uBD2)7 IXeh3<-:Qm2PI+a¹ r¹ue

W ÓBﬁ:34W
ç
;I

Mé
hIX¹¡Bﬁ01>19=<A1:/ﬁ2PI *f71OﬁBD:3UB2)3</ﬁ0./ﬁcÕ/;EL/D2)719:\@q-951=UBD234Oﬁ@1:34-9I 3C*ÑH'vﬂq
å
* "[Ñ+!m£ﬃﬂ !!
* "?ﬃC8ﬂC£ﬃ,ﬁm')!m£ﬃ¯Ô]* "
4
#£»½#*W
N 

;é
W
4

I

 :

¿
I¹uBﬁ:Z;513<0 I
ä
+
å
£ﬁ¯£*ﬂG"#o¼.mﬃC*"#!F
å
½#
$
'm£¯ÐÑC! 2
å
maÑ"#F
å
½#*'v£ﬃd#¼Y£¯ÐÑCF" ﬁÑ#Ł*¼Gﬁ!

åﬃå
Ñ
å
ﬁ£ﬃ'!mI K7Ce 2)734WqÌ_034O;9:342)8
¢
=<Bﬁ51>1F9:0CBD:>gWXgV;/ﬁ0 ;W 
44+ç
I

 4

¢
I¹¡/H/ﬁ:RBD01> ¹ I)_34=</;0gI *f71L-/;EG@152)BD2)34/;0CBﬁ=K-9/;EL@=<mtH32V&/ﬁcfBﬁ01>1@134=<9I 3C*ÑH'vﬂq
å
* "
áXﬁa£<!m¯£
å
8k#Ô×!m£!mW
4
]
ç+è6-ç;ç
W 
444
I

è
/sI_¹ I /×Oﬁ/;=</D2)º+VﬁW >I _I K:3<w9w71mOqWhBﬁ0> ?I

71-71:ACBﬁºD/×OqI e_V#0CBﬁEG3<-9]/ﬁcY5=<:3UBﬁ0
$FBﬁ=<ºD:9I 8k#Ô»!
ã5ﬂ
m,
ã ﬂ
W
è:

è 4
W
4547:
I

è
;*ÍI K:9I %=43<-ºﬁ9:s01/ﬁ3<G3<0 Bﬁ2:/;01/ﬁEsV Bﬁ01> 9=< $[71:ﬁI
4
*¼Y¼.mﬂCﬃ!N*ﬂ
ä
!m¯')*C#Ô×!m£!mW
é
 


W
4+é :
I

è;ç
;>I k:3<9ww97gWCesI1eh7CBﬁ:9WﬀsICe_7CBﬁ:WBﬁ01>

ICÖ:3<70CBﬁE51:r2)7+V;IJK51=<9:3UBD0 $\BD=<ºﬁ9:6BﬁfBEG/#>1=
/ﬁc=cU·/;:Z+Bﬁ0134w9>N-:32)34-PBﬁ=4342V;I8k#Ô×!m£
å ﬂ
m,»£ " Õm¯Łm')!mW
é;é

è+é54
W 
44
I

è

(pesIP6/;340gIF¯Ñ"#*¼
$
£ﬃﬂqﬁ*£ﬃ')."#]m'mﬁ£ﬃﬂ ! "9ﬁ¼Y£
åﬃå
!." ﬁÑH*¼Gﬁ!N
åﬃå
Ñ
å
ﬁ£ﬃ')!mI K7Ce
2)734W	K-/;=4 Ó/;=VM2)-7013<SM51DW
ç
I

è
¹ IJ[51Aq9V;I *:96/ﬁcÓ271?Z;0:)BD=<3<w9> $[719=I *-7103<-PBD=:@q/;:r2PWXÕB   W
ç

I

è;è
ﬀ I  I  I

9@1ºﬁ/;ºM3I *Ó90pVﬁPBﬁ:Ó3402)71o=<34A1:)Bﬁ:rVs:6%$Ï>CBD2Bf-9/;0lC:E @CBﬁ=<9/;0+2)/;=4/;Z;34-PBﬁ=@CBD22):01I
8\
å
*
$
£*
å
*½ﬁÔDW ﬃ
4





-Hè
;W 
44

I

è
(?I

71-719:ACBDºﬁ/»OBﬁ01>esICKI*51:-/ﬁ22)ﬁI

=4cU·/;:Z;Bﬁ013<w93<01Zp7193<Z;7+2·Bﬁ::/B$ EG/#>1=Ó10M51EL9:34-PBﬁ=
Bﬁ01>¡Bﬁ0CBD=4VM2)34-PBﬁ=j:51=42I 8k#Ô×!m£
ä
W
ç;éﬁé

ç;é:-ç54+ç
W
ç
I
ç

è
    
 * 

è;é
/sI

/;:01m22_BD01>.eI

/;:0922ﬁI

=cU·/;:Z+Bﬁ0134w>s-:32)34-PBﬁ=4342VBﬁ01>GPBﬁ:r2)71SM5CBDºﬁ9I
ﬂ
ÑH')*C#Ô»!m£!
Õmam')!mW
4
 


 
4;éB-ç+ç
W 
47:54
I

è:
?I

2Bﬁ01=49VﬁI
ﬂ
ﬂCÑH¼.m'ﬁ¯£ﬃ,ﬁ
4
*¼
$
£ﬃﬂqﬁŁ*'v£!mWOﬁ/;=<5EL ;I
¢
BﬁEA1:3<>1Z;Ì60134Oﬁ:342V K:99W
ç
I

è54
?I

2Bﬁ01=49VﬁI
ﬂ
ﬂCÑH¼.m'ﬁ¯£ﬃ,ﬁ
4
*¼
$
£ﬃﬂqﬁŁ*'v£!mWOﬁ/;=<5EL
ç
I
¢
BﬁEA1:3<>1Z;Ì60134Oﬁ:342V K:99W
ç
;I



 ÓI)*ÓBﬁ5Oﬁ=aIf$&ﬁﬃCm¼Gﬁa£¯ÐÑC!h½#mﬂ m'
å
!FC*Ñ#'
å
 »½ﬁ')½+»½ﬁ¯£*ﬂCIk¹uBﬁ/;0 W 
44

I

+;*ÍI)*I)*522ﬁI \'mC <gC*'mÔIMf>1>134/;0ﬁ* =49VﬁWJ6Bﬁ>13<0Z1WX¹W 
47:
I


ç
hIﬀ*ÏBD22:/;0gI G?£m£KﬁﬂCﬂC£k"ﬁ£
4

å
,»£ﬃﬂ¤ﬁﬂq" !p*
$ $
!mIkÌ_034O;9:Bﬁ= K:

V#01>3<-PB2)ﬁW 
44+é
I


( YIKÖYI  3<@cŁI !hÑH¼Gﬁﬂ hﬁ,»£*'Nﬁﬂq" ﬃC 8n'v£ﬃﬂ m£ 
å
¡* " !m
ﬂ

*'v¯I
¢
BﬁEA1:3<>1Zﬁ]¹sW
f>1>134/;0#· * =49VﬁW 
4 4
I
ç

